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国防 科技 图 书 出 版 工作 是 国防 科技 事业 的 一 个 重要 方面 。 优 
秀 的 国防 科技 图 书 既 是 国防 科技 成 果 的 一 部 分 ,又 是 国防 科技 水 
平 的 重要 标志 。 为 了 促进 国防 科技 和 武器 装备 建设 事业 的 发 展 ， 
加 强 社会 主义 物质 文明 和 精神 文明 建设 ,培养 优秀 科技 人 才 ,确保 
国防 科技 优秀 图 书 的 出 版 , 原 国防 科 工 委 于 1988 年 初 决定 每 年 氢 
出 专款 ,设立 国防 科技 图 书 出 版 基金 ,成 立 评审 委员 会 ,扶持 、 审 定 
出 版 国防 科技 优秀 图 书 。 

国防 科技 图 书 出 版 基金 资助 的 对 象 是 : 

1. 在 国防 科学 技术 领域 中 ,学 术 水 平 高 ,内 容 有 创见 ,在 学 科 
上 居 领 先 地 位 的 基础 科学 理论 图 书 ;在 工程 技术 理论 方面 有 突破 
的 应 用 科学 专著 。 

2. 学 术 思想 新 颖 ,内 容 具体 、 实 用 ,对 国防 科技 和 武器 装备 发 
展 具有 较 大 推动 作用 的 专著 ;密切 结合 国防 现代 化 和 武器 装备 现 
代 化 需要 的 高 新 技术 内 容 的 专著 。 

3. 有 重要 发 展 前 景 和 有 重大 开拓 使 用 价值 ,密切 结合 国防 现 
代 化 和 武器 装备 现代 化 需要 的 新 工艺 、 新 材料 内 容 的 专著 。 

4. 填补 目前 我 国 科技 领域 空白 并 具有 军事 应 用 前 景 的 薄弱 
学 科 和 边缘 学 科 的 科技 图 书 。 

国防 科技 图 书 出 版 基金 评审 委员 会 在 总 装备 部 的 领导 下 开展 
工作 ,负责 掌握 出 版 基金 的 使 用 方向 ,评审 受理 的 图 书 选 题 ,决定 
资助 的 图 书 选 题 和 资助 金额 ,以 及 决定 中 断 或 取消 资助 等 。 经 评 
审 给 予 资助 的 图 书 , 由 总 装备 部 国防 工业 出 版 社 列 选 出 版 。 

国防 科技 事业 已 经 取得 了 举世 瞩目 的 成 就 。 国 防 科 技 图 书 承 
担 着 记载 和 弘扬 这 些 成 就 ,积累 和 传播 科技 知识 的 使 命 。 在 改革 
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图 书 , 这 是 一 项 具有 深远 意义 的 创举 。 此 举 势 必 促使 国防 科技 图 
书 的 出 版 随 着 国防 科技 事业 的 发 展 更 加 兴旺 。 
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众所周知 ,应 用 质点 运动 微分 方程 可 以 求解 质点 动力 学 的 两 
类 问题 。 第 一 类 问题 是 已 知 质 点 的 运动 , 求 作用 在 质点 上 的 力 ; 第 
二 类 问题 是 已 知 作用 在 质点 上 的 力 , 求 质点 的 运动 。 第 二 类 问题 
称 为 动力 学 正 问题 ,第 一 类 问题 称 为 动力 学 逆 问 题 。Newton 根据 
行星 运动 的 Kepler 三 定律 ,导出 了 他 的 万 有 引力 定律 ,为 Newton 
力学 莫 定 了 基础 。 这 是 最 古老 、 最 著名 的 动力 学 逆 问 题 。 在 刚体 
动力 学 、 变 质量 体 动力 学 、 分 析 动 力学 、 转 子 动力 学 、 结 构 动力 学 、 
弹性 动力 学 中 ,都 有 各 种 各 样 的 逆 问 题 。 随 着 科学 技术 的 发 展 , 动 
力学 逆 问 题 的 提 法 也 在 不 断 扩充 与 完善 ,直到 20 世纪 60 ERE 
70 年 代 , 动 力学 逆 问 题 才 有 了 一 般 的 提 法 。 目 前 ,动力 学 逆 问 题 
已 成 为 星际 航行 学 、 火 箭 动 力学 、 规 划 运动 理论 的 基本 问题 。 动 力 
学 逆 问 题 在 工程 中 有 广泛 的 应 用 ,如 工程 建 模 \ 结 构 修改 、 地 球 物 
理 勘探 油气 开发 .材料 无 损 检 测 和 评价 \ 设 备 故障 诊断 等 。 因 此 ， 
研究 动力 学 逆 问 题 不 仅 有 理论 意义 ,而 且 有 更 为 重要 的 实际 价值 。 

动力 学 逆 问 题 有 以 下 显著 特点 : (1) 动力 学 逆 问 题 的 提 法 和 
解法 总 是 以 正 问题 的 提 法 和 解法 为 基础 ;(2) 凡 有 正 问题 , 必 有 逆 
问题 ,因此 一 门 动力 学 的 建立 必然 伴 有 逆 问 题 ;(3 ) 动力 学 逆 问题 
一 般 来 说 是 一 个 “ 灰 箱 ”, 往 往 因 给 定 信息 不 充分 而 不 能 得 到 单一 
解答 。 这 种 不 唯一 性 质 恰恰 为 理论 与 实际 提供 了 需要 的 余地 ,可 
以 根据 需要 ,如 稳定 性 \ 优 化 等 ,提出 补充 要 求 。 

本 书 侧重 研究 有 限 自 由 度 动力 系统 动力 学 逆 问 题 的 基本 理论 
与 基本 方法 。 全 书 共 分 9 章 。 第 1 章 介绍 动力 学 逆 问 题 的 基本 提 
法 和 解法 ,包括 质点 动力 学 第 一 类 问题 ,六 个 经 典 动 力学 逆 问题 ， 
动力 学 逆 问 题 的 提 法 ,运动 方程 的 建立 \ 修 改 与 封闭 等 。 第 2 章 研 
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究 分 析 动 力学 中 的 逆 问 题 ,包括 广义 坐标 中 Lagrange 方程 的 建立 ， 
正则 方程 的 建立 , Суслов 问题 , 按 给 定 的 一 个 积分 确定 广义 力 ， 
Noether 对 称 性 与 动力 学 逆 问题 ,Hamilton - Jacobi 方法 与 动力 学 
逆 问 题 ,Poisson 方法 与 动力 学 逆 问 题 等 。 第 3 章 讨 论 运 动 控制 理 
论 中 的 逆 问 题 ,包括 构造 稳定 系统 问题 的 提 法 和 解法 ,规划 运动 系 
统 的 构造 , 非 完整 运动 规划 等 。 第 4 章 讨论 刚体 动力 学 中 的 逆 问 
题 ,包括 Euler — Poisson 方程 及 三 种 经 典 可 积 情形 , 重 刚 体 定点 运 
动 的 动力 学 逆 问 题 , 刚 体 运动 方程 的 封闭 ,刚体 运动 方程 的 修改 ， 
势力 场 中 Hess 运动 的 条 件 等 。 第 5 章 研究 变质 量 动 力学 中 的 逆 
问题 ,包括 变质 量 系统 动力 学 ,变质 量 重 质点 的 上 升 运动 ,变质 量 
体 的 规划 运动 ,变质 量 质点 在 规划 运动 中 取 驻 值 的 泛 函 的 构造 ,以 
及 变质 量 系统 Noether 对 称 性 与 动力 学 逆 问 题 等 。 第 6 章 论述 非 
完整 动力 学 中 的 逆 问 题 ,包括 非 完 整 动力 学 简介 , 非 完 整 系统 运动 
方程 的 组 建 , 修 改 与 封闭 问题 , 力 场 的 构造 ,广义 Poisson 条 件 与 非 
完整 动力 学 逆 问 题 ,Bertrand 定理 对 非 完 整 系统 的 推广 , 非 完 整 系 
统 的 对 称 性 与 动力 学 逆 问 题 , Szebehely 问题 对 非 完 整 系统 的 推 
广 ,变质 量 非 完整 系统 的 广义 Мещерский 问题 ,以 及 二 阶 线性 非 
完整 动力 学 逆 问 题 等 。 第 7 章 论 述 Birkhoff 系统 动力 学 逆 问题 ， 
包括 Pfaff - Birkhoff 原理 与 Birkhoff 方程 , Birkhoff 方程 的 建立 问 
题 ,Birkhoff 系统 的 对 称 性 与 动力 学 逆 问 题 ,根据 Pfaff - Birkhoff — 
D’ Alembert 原理 组 建 运动 方程 ,以 及 广义 Poisson 方法 与 动力 学 逆 
问题 等 。 第 8 章 论述 广义 Birkhoff 系统 动力 学 逆 问 题 ,包括 广义 
Pfaff — Birkhoff 原理 与 广义 Birkhoff 方程 ,根据 运动 性 质 组 建 广义 
Birkhoff 方程 ,广义 Birkhoff 系统 的 对 称 性 与 动力 学 逆 问 题 ,根据 
微分 变 分 原理 组 建 运动 方程 ,以 及 广义 Poisson 方法 与 动力 学 逆 问 
题 等 。 第 9 章 简要 介绍 其 他 动力 学 逆 问 题 ,包括 振动 力学 逆 问题 ， 
多 体 动力 学 逆 问 题 ,转子 动力 学 逆 问 题 , 结 构 动力 学 逆 问题 ,弹性 
动力 学 逆 问 题 等 。 

本 书 第 1 章 ~ 第 5 章 的 某 些 材料 取 自 俄罗斯 著名 力学 家 
А. С. Галиуллин 1986 年 的 专著 《动力 学 逆 问 题 的 解法 》( 俄 文 ) , 
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Sls 5077519: 15] А0 
基本 提 法 和 解法 


根据 给 定 的 运动 学 元 ,或 更 一 般 地 说 ,根据 给 定 的 运动 性 质 ， 
来 确定 力 和 力矩, 乃 是 力学 系统 动力 学 的 基本 问题 。 这 类 问题 及 
其 各 种 变形 问题 , 称 为 动力 学 逆 问 题 。 

动力 学 逆 问 题 常常 引起 力学 家 数学 家 和 工程 技术 专家 的 关 
注 。 原 因 主要 有 两 个 。 首 先 ,动力 学 逆 问题 有 非常 广泛 的 应 用 。 
其 次 ,动力 学 逆 问 题 的 最 终 解决 尚 有 问题 。 随 着 科学 技术 的 发 展 ， 
用 动力 学 逆 问 题 来 模拟 许多 实际 问题 成 为 可 能 ,这 使 得 动力 学 逆 
问题 的 概念 本 身 也 在 不 断 扩充 。 不 仅 有 确定 广义 力 的 问题 ,而 且 
有 确定 力学 系统 的 参数 以 及 确定 加 在 系统 上 的 约束 的 问题 ,在 这 
些 广义 力 ` 参 数 以 及 约束 下 ,力学 系统 可 按 给 定 的 性 质 而 运动 。 

本 章 从 理论 力学 中 质点 动力 学 的 第 一 类 问题 和 历史 上 六 个 经 
典 动力 学 逆 问 题 开 始 ,介绍 动力 学 逆 问 题 的 近代 三 种 基本 提 法 和 
解法 。 


1.1 质点 动力 学 第 一 类 问题 


运用 质点 运动 微分 方程 ,可 解决 质点 动力 学 两 类 问题 。 

(1) 已 知 质点 的 运动 规律 , 求 作用 在 质点 上 的 力 , 称 为 质点 动 
力学 第 一 类 问题 。 

(2) 已 知 作用 在 质点 上 的 力 , 求 质点 的 运动 规律 , 称 为 质点 动 
力学 第 二 类 问题 。 

第 二 类 问题 是 正 问题 ,第 一 类 问题 则 是 逆 问 题 。 


例 1 由 地 面 垂直 向 上 发 射 一 火箭 ,在 离 地 面 高 度 为 h 时 , 火 
箭 发 动机 熄灭 。 此 时 ,火箭 的 质量 为 严 , 铅 直 向 上 的 速度 为 mw。 已 


知 火箭 的 速度 z 有 如 下 表达 式 , 即 


=й в - к 


R+h 
式 中 :g 为 重力 加 速度 ;R 为 地 球 半径 ;z 为 铅 垂 坐标 。 试 求 作用 在 
火箭 上 的 力 。 

解 :将 式 (1. 1.1) 对 时 间 t 求 导数 ,得 


С.Д: 19) 


z =-— (1.1.2) 


于 是 ,作用 在 火箭 上 的 力 为 
mgR° 


2 
z 


式 (1.1.3) 表 明 , 作 用 在 火箭 上 的 力 是 万 有 引力 。 

12 ЕА Т т =90kg, 沿 光滑 坡 道 y=0. 0827 
下 滑 。 设 在 *=10m 时 , 雪 权 的 速度 v=5m/s。 求 该 瞬时 雪 构 作用 
于 滑 道 的 正 压力 N", 

解 :将 质点 运动 微分 方程 向 法 向 投影 ,得 


F = mz =- (1.1.3) 


m x =N = mgcosð (1.1.4) 
式 中 :9 为 轨道 切线 与 Ox 轴 夹 角 , 有 
ind = =, 16х (1.1.5) 
dx 


由 曲率 半径 公式 ,有 
— _ [1+ (0. 16x)?]?? 
Р у" z 0.16 


将 式 (1.1.5) \ 式 (1.1.6) 代 入 式 (1.1.4) ,并 代入 数字 ,得 
N=521. 1N (1.1.7) 


(1.1.6) 


从 以 上 两 个 例子 可 以 看 出 , 解 动力 学 逆 问 题 的 基本 做 法 是 将 
已 知 运动 规律 ( 例 1 是 已 知 速度 , 例 2 是 已 知 约束 方程 ) 对 时 间 + 
求 导数 ,再 用 Newton 第 二 定律 来 求 力 ( 例 1 是 主动 力 , 例 2 是 约束 
反 力 )。 


1.2 六 个 经 典 动力 学 逆 问 题 


本 节 研 究 动力 学 着 问题 中 的 六 个 著名 经 典 问题 , 即 Newton 问 
EM. Bertrand [5] Я , Суслов 问题 Мещерский [п] MH. Чаплыгин — 
Горячев [8] АЙ Poincaré — Cartan 问题 1 。 这 些 问 题 的 进一步 推广 
就 可 给 出 动力 学 逆 问 题 的 各 种 可 能 提 法 。 


1.2.1 Newton 问题 


行星 在 力 的 作用 下 按 Kepler 定律 运动 ,确定 作用 力 的 问题 称 
为 Newton 问题 , 它 是 最 原始 也 是 最 基础 的 动力 学 逆 问 题 。 

众所周知 ,Kepler 三 定律 如 下 。 

(1) 行 星 绕 太 阳 按 面积 定律 描 出 平面 曲线 。 

(2) 曲线 是 以 太阳 为 焦点 的 椭圆 。 

(3) 行 星 绕 太阳 转动 的 时 间 平 方 与 其 椭圆 轨道 长 半 轴 的 立方 
成 正比 。 

Newton 问题 的 解法 如 下 。 

由 第 一 条 定律 可 知 , 有 面积 积分 


ху-ух=С e 
将 其 对 时 间 求 导数 ,得 

xy — yx =0 (1:2;2) 
这 表明 行星 的 加 速度 所 有 时 间 都 通过 原点 ,因此 ,作用 力 永 远 通 过 


原点 , 力 是 有 心力 。 
由 第 二 条 定律 可 知 ,行星 轨道 方程 在 极 坐标 下 ,有 


1 +есов@ (1.2.3) 


Р 
由 此 得 到 
#(7) 
ел. Ш. 
ma F (1.2.4) 
根据 Binet 公式 , 力 的 代数 值 为 
ҮМ, 
С? | 1 (> 
F= шас im tna | (1.2.5) 
将 式 (1.2.4) 代 人 式 (1.2.5) ,得 
F= -т© (1.2.6) 
рг 
式 中 :C 为 面积 常数 ;p 为 圆锥 曲线 参数 。 令 
„26 (1.2.7) 
则 有 
F= -至 (1.2.8) 
r 


由 第 三 条 定律 可 知 ,y 不 依赖 于 所 论 行星 。 实 际 上 ,面积 常数 
C 等 于 矢 径 扫 过 的 面积 与 经 历 的 时 间 的 比值 的 2 倍 。 如 果 T 是 周 
期 ,那么 矢 径 在 时 间 了 扫 过 面积 nab, Жүр a b 为 椭圆 长 、 短 半 轴 ， 
因此 ,有 


C=— (1.2.9) 


因为 


BA 


_ © _4т?а? 
H= Р = T: 
由 Kepler 第 三 定律 可 知 ,a*/T? 对 所 有 行星 都 是 同样 的 ,因此 对 任 
何 行星 ,有 式 (1. 2. 8)。 

这 样 ,每 个 行星 受 以 太阳 为 中 心 的 引力 作用 ,引力 的 大 小 与 行 
星 质量 成 正比 ,与 行星 至 太阳 的 距离 平方 成 反比 。 

现在 来 确定 引力 常数 。 

行星 艳星 ,一般 说 所 有 物体 都 受到 太阳 的 引力 ;行星 的 卫星 ， 
处 于 行星 表面 的 物体 ,一 般 说 所 有 物体 也 受到 行星 的 引力 ,因此 ， 
也 受到 太阳 的 引力 。 设 M 为 太阳 质量 ;mm,m',m",… 为 各 个 行星 
的 质量 ;y 为 太阳 引力 系数 ,而 和 ,A',A”,… 为 行星 引力 系数 。 如 
果 太阳 和 质量 为 m 的 行星 相距 为 ,那么 太阳 引力 的 绝对 值 等 于 
mur ,而 行星 对 太阳 的 引力 等 于 mA/r。 根 据 作 用 与 反作用 相等 
定律 ,这 两 个 引力 必 相 等 , 即 有 


(1.2.10) 


А 
тр = МА Ке Жа. 
比较 太阳 与 行星 ,得 到 一 串 等 式 


式 中 :f 表 示 公 比值 。 此 时 ,太阳 对 任意 行星 的 引力 可 写成 
F= -Mm (1.2.11) 


2 
r 
式 中 :MM 为 太阳 质量 ;m 为 行星 质量 ;为 对 所 有 行星 的 公有 系数 。 
Newton 将 上 述 结果 推广 到 一 切 物体 (质点 ) ,从 而 得 到 万 有 引 
力 定律 : 
质量 为 m 和 m' 的 两 质点 ,彼此 相距 为 r, 则 相互 吸引 力 为 
#пт'/т* о 
万 有 引力 存在 的 实验 证 明和 引力 常数 了 的 测定 是 Cavendish 
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于 1798 年 作出 的 。1859 年 ,法 国 天 文学 家 Le Verrier 发 现 水 星 近 
日 点 进 动 速率 的 数值 与 用 万 有 引力 定律 算得 的 数值 有 每 百年 38” 
的 偏离 。 

Newton 发 现 万 有 引力 定律 的 方法 是 动力 学 逆 问 题 的 一 种 经 
典 解法 。 


1.2.2 Bertrand 问题 


根据 给 定 的 运动 性 质 来 确定 力 的 更 一 般 问题 是 Newton 问题 
的 进一步 发 展 。 这 些 更 一 般 的 问题 之 一 就 是 Bertrand 问题 :寻求 
仅 依赖 于 动 点 位 置 的 有 心力 ,在 该 力作 用 下 质点 在 任何 初始 条 件 
下 可 沿 圆锥 曲线 运动 。 
因为 这 个 问题 的 提出 决定 了 许多 更 一 般 的 动力 学 逆 问 题 的 提 
出 ,并 且 问 题 的 解 包 含 了 Newton 问题 的 解 ,因此 , 它 引 起 了 19 Tit 
纪 许 多 力学 家 和 数学 家 的 高 度 重视 ,如 Darboux 、Arfvén。 
现在 来 解 Bertrand 问题 。 
圆锥 曲线 的 一 般 方 程 可 表 为 
у=ох +В + (ад? +2bx +с)!? (12512) 
它 包含 五 个 任意 系数 apa. b.co HRU. 2. 12) 求 两 次 导数 ,并 
用 y',y",… 表 示 y 对 x 的 导数 ,得 到 
у" = (ас -5?) (ах? +2Ьх +c) ?? 
В, fit y" OER x 的 二 次 多 项 式 ,而 它 的 三 阶 导数 等 于 零 。 用 
这 种 方法 ,Arfven 给 出 圆锥 曲线 的 微分 方程 
(97722 )" =0 (1.2. 13) 
这 是 一 个 5 阶 方程 中 。 
研究 质量 为 1 的 质点 ,在 有 心力 Е, 作用 下 运动 , 力 仅 依赖 于 
点 相对 直角 轴 О,х, „Озу, 的 坐标 (xi ,yi ) , 且 力 过 原点 O,。 如 果 用 
t, 表示 时 间 ,那么 运动 微分 方程 为 
Px, x dy, Yı 
EA 


(1.2.14) 


其 中 


面积 积分 有 


作 变 换 


并 取 


于 是 有 


由 此 得 到 


n = (x +y) 


om eee 
nM 
dt 
dt = -一 
x 
ш _ ai 
&_” dt,“ dt, 4, _ 
dt У НЕ. 


(1.2. 15) 


(1.2.16) 


式 (1.2. 16) 表 明 , 点 (zx,y) 的 运动 对 时 间 е 的 依赖 关系 如 同一 质点 
在 平行 于 轴 Oy 的 力作 用 下 的 情形 ,这 个 力 为 


3 
Y=-F,2 
n 


(1:2417) 


AVY x, уу 的 函数 ,因此 也 是 xy 的 函数 。 如 果 点 (%i,y, ) 描 出 
圆锥 曲线 ,那么 点 (*,y) 也 描 出 圆锥 曲线 ,后 者 是 前 者 的 单一 变 


换 ,反之 亦 然 。 
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下 面 来 求 平行 力 了 的 规律 ,在 此 力作 用 下 质点 在 任何 初始 条 
件 下 都 描 出 圆锥 曲线 。 因 为 运动 方程 有 


一 = (1.2.18) 


这 里 了 为 xy 的 函数 。 式 (1.2.18) 应 满足 圆锥 曲线 的 微分 方程 
式 (1.2.13) 。 将 式 (1.2.18) 代 入 式 (1.2. 13) ,得 到 


Y=p[9(x,7)] °? (1.2.19) 
其 中 
[ep(x,y)]”=0 (1.2.20) 
展开 得 
_a@ ae ә, 
g" 20 аул Ф озу? СФ узе, 
әл? Әл? р: кы әу? 
a 
„(ч =. ea (1.2.21) 
HRC. 2. 18) xh (1. 2. тма 
H- 
AE i 3/2 


将 其 代入 式 (1.2.20) 得 


ә? a д’ д’ 
Ф зу! Ф +3y"? ©. +y 一 + 


дл? д? ay дхду 
Зи sal, Fe ap a9) Зы’ sal, е [apy 
一 2p 一 一 - 2 _ = 
20? | дхду ax 2) ы Е (5) | > 
这 个 条 件 在 任何 初始 条 件 下 都 成 立 ,因此 它 对 任何 的 x*、y、y'、\a 应 
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恒 满足 ,因为 这 四 个 量 在 运动 初始 时 是 任意 的 。 因 此 ,有 
дф = дф -0 дф l. 
ax? * ax? ay * axay? Ы ау? 

2 2 
29 Ze - Fa =0,29 = & ы =0 (1.2.23) 
条 件 式 (1. 2. 22) 表 明 , 函 数 p FE х,у 的 二 次 多 项 式 , 即 有 
Ф(х,у) = Ах? +2Bxy + Су? +2Dx +2Ey+F (1.2.24) 
这 个 多 项 式 应 满足 条 件 式 (1.2.23) 。 
下 面 分 两 种 情形 讨论 。 
(1) 当 Cz0 时 ,有 


=0 (1.2.22) 


Q 


2 
29 ag 


2 


由 等 式 (1. 2. 23 ) 的 第 二 个 式 子 得 到 
Ф= (Bx + Cy + E)° (1.2.25) 


直接 验证 可 知 , 它 也 满足 等 式 (1. 2.23) 的 第 一 个 式 子 。 
(2) 4 C =0 时 ,由 等 式 (1. 2. 23) 的 第 二 个 式 子 得 
220 
ду 
В p 不 依赖 于 y, 因 此 有 
B=C=E=0 
ф=Ал? +2Dx + F 
而 等 式 (1. 2. 23) 的 第 一 个 式 子 显然 满足 。 


将 式 (1.2.25) \ 式 (1.2.26) 分 别 代 入 式 (1.2.19) ,得 到 平行 
力 的 两 种 规律 , 即 


(1.2.26) 


cr? 


1 = 
2) (Вх + Су + Е)? 


(1.2.27) 
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Бе Азы ш тыну 1.2.28 
(2) š (Ax? +2Dx + Е)?? t 


利用 式 (1.2. 15) R1. 2.17) ,可 将 以 上 两 种 规律 在 坐标 (x ,y, ) 
下 表示 出 来 , 即 


х Ў ВЛОШ se 
(1) Е (1.2.29) 
aoe. ОРЧИН 
(2) 1 ну + РР) (1.2.30) 
ТЕЖ x, =ricos0,y, =r,sind 下 ,表示 为 
‚у ачыш 
ч) кув (Br, cos@ + Er, sing + С)? 2.51) 
(2) F=-—— M (1.2.32) 


g г (Асов20 +2 зіпсове + Fsin?9)*” 
其 中 
иш = G | 

Җ (1.2.31) Ñ (1.2.32) RA (1.2.29) ‚55 (1. 2. 30 ) #2 Ber- 
trand 问题 的 解答 。 在 这 些 有 心力 作用 下 ,质点 将 描 出 圆锥 曲线 ， 
不 依赖 于 运动 的 初始 条 件 。 

假设 力 仅 依赖 于 m ,而 不 依赖 于 矢 径 方向 角 Ө, 则 在 式 
(1. 2.32) PA D=0,A=F, Aka 


ш 


3/2 2 
Ап 


Е, = - 


这 就 是 Newton 问题 的 解 。 
1.2.3 Суслов 问题 


寻求 力 函数 U, 由 此 力 函 数 确定 的 力 使 完整 力学 系统 按 给 定 

的 积分 而 运动 。 这 个 逆 问 题 称 为 Суслов 问题 ,是 Суслов 于 1890 

年 提出 的 。 在 力 为 有 势 的 假定 下 ,这 个 问题 是 相当 一 般 的 动力 学 
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逆 问 题 。 问 题 归结 为 构造 力学 系统 运动 方程 的 右 端 。 
研究 Суслов 问题 的 最 简单 情形 所 。 设 单位 质量 的 质点 沿 给 
定 的 平面 曲线 
(x,y) =0 (1.2.33) 
而 运动 , 试 构造 力 函 数 U = U(x,y) o 
待 求 力 函 数 U 的 集合 由 能 量 积分 来 确定 。 设 质点 的 动能 为 
7, 则 


ae PET 
T=>(# +9") 


而 能 量 积分 为 
T-U=h (1. 2. 34) 
SUP th 为 积分 常数 。 将 式 (1.2.33) 对 时 间 : 求 导数 ,得 
ort буу =0 (1.2.35) 


这 个 关系 在 任何 时 刻 , 对 任何 初始 条 件 都 成 立 。 由 关系 式 
(1.2.35) 可 给 出 点 的 速度 投影 为 


х «Мау р + (оху) 
(1.2.36) 
у= - Мау) 0 +Ё,(в,х,у) 


式 中 :N(x,y) F, (о, х,у) „Е, (о,х,у) 是 积分 式 (1.2.33) 给 定 域 
上 的 任意 可 微 函 数 ,并 且 Fi(0,x,y) =0,F,(0,x,y) =0。 将 式 
(1.2.36) 代 入 式 (1.2. 34) , 解 得 
2 2 
Е) +) ] +Ф(ш,х,у) -h 
(1.2.37) 


其 中 
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ФЕИ =2N(F, тер. е + + 


为 w(x,y) 定 义 域 上 的 任意 可 微 函 数 , 且 有 
aD (1.2.38) 
由 式 (1.2.37) 可 知 ,Cycnos 问题 的 解 是 一 个 集合 。 


1.2.4 Мещерский 问题 


Мещерский 研究 的 变质 量 质点 动力 学 逆 问 题 ,在 理论 和 实际 
方面 都 有 丰富 的 内 容 '。Memepckmi 问题 中 需要 确定 点 的 质量 
变化 规律 和 微粒 的 分 离 速 度 , 使 得 在 给 定 力 场 中 变质 量 质 点 沿 给 
定 的 轨道 或 按 给 定 的 规律 而 运动 。 

在 Bertrand 问题 和 Суслов 问题 中 ,是 寻求 整个 力学 系统 的 方 
程 。 在 Мещерский 问题 中 ,这 些 方程 的 结构 是 已 知 的 ,而 需要 确 
定 力学 系统 的 参数 和 方程 中 出 现 的 附加 力 ,在 这 些 参数 和 附加 力 
下 给 定 的 运动 是 系统 的 一 个 可 能 运动 ,因而 需要 修改 系统 的 相应 
运动 方程 。 

下 面 讨论 Мещерский 问题 的 一 个 简单 例子 。 一 个 质量 为 
m=m(t) 的 重 质点 在 平面 0yz 上 运动 ,0y 为 水 平 轴 , Ог 为 铅 垂 轴 。 
设 所 受阻 力 与 质点 速度 方向 相反 ,单位 质量 的 介质 阻力 为 f(z,v) ， 


其 中 v= уу? + 为 点 的 速度 大 小 。 令 j=j(1) ,n =n(1) 为 微粒 
分 离 的 绝对 速度 与 质点 本 身 速度 在 坐标 轴 Oy Oz 上 投影 之 比 。 
变质 量 质点 的 运动 微分 方程 表 为 


(1.2.39) 


对 上 述 问 题 , 有 
r=ln(y +i) 
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Q, = -тДг„ь) 7,0, = -mg -mf(z,0)Ž 
P, =pmy,P,=n mz 

于 是 ,有 
my = тш -1)у - mf(z,v) 2 


v 


(1. 2. 40) 
mz = m(n - 1)z - mf(z,v) = - mg 
提出 如 下 逆 问 题 :要 确定 质量 的 变化 规律 m = m( t) 和 与 微粒 
分 离 速度 有 关 的 ,7n ,使 得 给 定 运 动 
y=9(t) ,z=y(t) (1.2.41) 
是 一 种 可 能 运动 。 
为 解 上 述 逆 问题 ,将 式 (1.2.41) 代 入 方程 (1. 2.40) , 解 得 
ад +(e K CIO) =] 
mlo % 
(1.2. 42) 
агй АС) w) 
яу aly it to | 


这 里 假设 排除 了 严格 的 铅 垂 运动 和 严格 的 水 平 运动 , 即 ф #0 „у > 


0, 而 m = Мф? + 内。 为 由 式 (1.2.42) 确 定 wsmsm; 尚 需 一 个 补充 
条 件 。 


1.2.5 Чаплыгин – Горячев 问题 


确定 加 在 刚体 质量 几何 和 力 的 条 件 ,使 得 刚体 绕 定 点 运动 具 

有 给 定 的 积分 ,这 类 问题 在 动力 学 逆 问 题 的 形成 与 发 展 中 ,具有 重 

要 意义 。 许 多 著名 力学 家 研究 了 这 类 问题 。 例 如 ,damnstras 给 

出 刚体 绕 定点 运动 方程 具有 相对 瞬时 角速度 在 主轴 上 投影 为 线性 

的 特殊 积分 “! 。Topasea 研究 了 更 一 般 的 情形 :给 定 的 积分 对 这 

些 投影 来 说 是 一 次 和 二 次 的 整 有 理 函 数 ,其 系数 依赖 于 Euler 角 ， 
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并 且 得 到 不 仅 对 质量 几何 而 且 对 加 在 作用 于 刚体 上 的 力 的 
ж"! È 

这 类 问题 也 归结 为 按 已 知 积分 来 建立 运动 方程 的 问题 。 不 同 
于 前 面 研究 的 动力 学 逆 问 题 的 在 于 ,一 部 分 方程 (运动 学 方程 ) 完 
全 由 问题 本 身 提 法 来 确定 。 这 部 分 方程 为 


x sing +x,cosp . _ š 

ед 72 = 1008p -asing (1.2.48) 
@ =x; — (x, sing +x,cosg) cot0 

式 中 :x say sas 是 刚体 瞬时 角速度 在 过 定点 的 惯性 椭 球 主轴 上 的 

投影 ;y、9\9 H Euler 角 。 同 时 ,已 知 其 余 方 程 (动力 学 方程 ) 的 

结构 


= 


Ах, = (B-C)x,x, +M, 
B x, = (C - A)x;x, + M, (1.2.44) 
Сх; = (А -В)х,х, + М, 


问题 是 寻求 加 在 对 主轴 的 惯性 矩 A.B C 以 及 外 力 对 这 些 主轴 的 
主 矩 投影 MM, M, 上 的 相应 条 件 。 这 样 , 式 (1.2.43 ) 和 式 
(1.2.44) 组 成 封闭 方程 组 ,允许 有 给 定 的 特殊 积分 。 

作为 例子 ,来 确定 刚体 定点 转动 Lagrange 情形 下 存在 规则 进 
动 的 条 件 。 在 规则 进 动 下 ,有 


0=6), =n ,9 =n, (1.2.45) 
于 是 ,有 三 个 特殊 积分 , 即 
w, =%sing + x;cos@ — nising =0 
w, = x cos@ — x;sing =Ü (1.2.46) 
в; = xs — пүсозбу — n, =0 


Lagrange 情形 下 的 动力 学 方程 为 
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Ax, = (А —С)х„х, + Mgz,xs 
А x, = (C -A)x,x; —Mgz,x, (1. 2. 47) 
ee 
式 中 :z 为 刚体 重心 到 固定 点 的 距离 ;Mg 为 刚体 重量 ,而 
x, = singosinp ,xs = sinf, cosp (1.2.48) 
由 式 (1. 2. 46) 解 得 
x, = пүвїпбүвїпр,х„ = misingocosp ,x, = п,с050, + n, 
(1.2.49) 
将 式 (1.2.49) 对 : 求 导数 ,并 注意 到 9 =n, ,得 
x, = пүп,вїпбүсозф,х, = – пүп,вїпбүзїпр,х, =0 (1.2.50) 
将 式 (1. 2. 50) 代 入 式 (1.2.47), 消 去 x 、%, ,得 
Mgz,xs = (C —A)x,x, +4mimasingocosp (19:51) 
Mgz.x, = (С -А) хх, + Ann singsing 


这 就 是 关系 式 (1. 2. 46) 为 方程 组 (1. 2.47) 的 积分 的 条 件 。 再 将 
式 (1.2.48)` 式 (1.2.49) 代 入 式 (1.2.51), 得 到 刚体 绕 定点 运动 


Lagrange 情形 存在 规则 进 动 的 条 件 为 
Муг, + (4-C)micosbg = Cn,n, (1.2.52) 
Re aH, 4 2, =0,n, #0 时 ,由 式 (1.2.52) 得 到 关系 
(A -C)n,cos@ = Cn, (1.2453) 


这 就 是 对 称 刚 体 绕 定点 按 惯性 运动 时 存在 规则 进 动 的 必要 条 件 。 
1.2.6 Poincaré - Cartan 问题 


如 果 系 统 的 运动 方程 有 正则 方程 的 形式 , 那么 系统 存在 * 
Poincaré — Cartan 积分 不 变量 


J = ф(р,Ад, - Нм) = 常数 (1.2.54) 
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这 个 问题 的 逆 问 题 是 :建立 系统 的 运动 方程 ,使 之 具有 Poincaré - 
Cartan 积分 不 变量 ( 式 (1.2.54) )。 答 案 是 :系统 的 运动 方程 有 
Hamilton 正则 方程 的 形式 。 

以 上 所 述 动力 学 逆 问 题 的 六 个 经 典 问题 ,在 动力 学 逆 问 题 的 
研究 中 具有 基础 性 意义 。 这 些 问 题 的 解决 以 及 物理 解释 的 进一步 
扩充 ,开辟 了 自然 科学 中 的 一 些 新 原理 和 新 现象 , 某 些 逆 问 题 本 身 
就 是 运动 控制 科学 现代 领域 形成 与 发 展 中 的 原始 问题 。 例 如 ， 
Newton 问题 的 解 导致 最 重要 的 自然 规律 之 一 一 一 万 有 引力 定律 ; 
Cartan 问题 的 解 导 致 分 析 力学 的 新 型 原理 ;刚体 定点 运动 问题 , 变 
质量 质点 动力 学 以 及 Суслов 问题 的 数学 推广 ,现时 已 成 为 星际 航 
行 学 \ 火 箭 动 力学 和 规划 运动 系统 构成 理论 的 基本 问题 。 


1.3 动力 学 逆 问 题 的 提 法 


1.3.1 动力 学 逆 问 题 的 定义 


将 1.1 节 \1.2 节 中 所 研究 的 经 典 逆 问 题 加 以 推广 , 便 可 给 出 
动力 学 逆 问 题 的 定义 。 

所 谓 动力 学 逆 问 题 是 指 ,确定 加 在 力学 系统 上 的 主动 力 和 力 
和 矩 ,系统 的 参数 以 及 加 在 其 上 的 约束 问题 ,系统 在 这 些 力 力矩 、 参 
数 及 约束 下 , 按 给 定性 质 的 运动 是 系统 的 一 个 可 能 的 运动 。 

运动 性 质 可 用 各 种 方法 给 定 , 如 对 坐标 和 速度 的 定量 和 定性 
限制 ,系统 的 积分 不 变量 等 。 

力学 系统 的 状态 用 广义 坐标 矢量 q[q, ,9,,…;9, ] 和 广义 速度 


矢量 g[ g1,9,,…,9,] 来 确定 ,而 运动 性 质 用 流 形 
0:0,(4,9,1) =c, (p=1,2,° ,msn) (1.3.1) 

来 给 定 , 其 中 某 些 常数 c, 可 以 是 零 。 假 设 函 数 w, (4,4,1) eC'， 

而 等 式 (1. 3. 1) 4 т>, 时 在 相 空间 某 域 G| q, q | 上 是 相 容 的 且 独 


立 的 。 运 动 性 质 的 给 定 流 形 O, 实际 上 是 所 论 力学 系统 的 积分 流 
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形 。 因 此 ,为 解 动力 学 逆 问 题 , 自然 需要 按 给 定 积分 流 形 О Ж 
立 力学 系统 的 运动 方程 ,使 得 表达 式 (1. 3: 1) 是 方程 的 第 一 积分 
(о, £0) ЕН (с, =0) ,并 且 由 所 组 建 的 运动 方程 来 确定 待 
求 的 广义 力 、 参 数 和 约束 , 允许 系统 按 给 定性 质 式 (1.3.1) 而 
运动 。 

在 特殊 情形 , 当 已 知 运动 方程 的 结构 ,不 知道 为 确保 系统 按 给 
定性 质 而 运动 所 必须 的 补充 力 和 参数 ,就 需要 按 给 定 的 积分 流 形 
预先 确定 运动 方程 并 由 修改 了 的 方程 求 出 待 求 未 知 量 。 当 事先 仅 
仅 知 道 系统 的 一 部 分 运动 方程 时 ,为 解 动力 学 逆 问题 , 需 按 给 定 的 
积分 流 形 来 建立 短 少 的 方程 ,并 由 封闭 方程 组 确定 待 求 的 广义 力 、 
参数 和 约束 ,在 这 些 力 ` 参 数 和 约束 下 , 按 给 定性 质 的 运动 是 可 能 
的 运动 。 

因此 ,动力 学 逆 问 题 的 解 在 足够 一 般 的 数学 解释 下 ,归结 为 按 
表示 运动 性 质 的 给 定 积分 流 形 来 建立 力学 系统 的 运动 方程 。 


1.3.2 动力 学 逆 问题 的 三 种 基本 提 法 
研究 用 常 微分 方程 描述 的 力学 系统 ,建立 运动 方程 的 问题 有 
以 下 三 种 基本 提 法 2 。 


1. 建立 运动 方程 的 基本 问题 
按 给 定 的 积分 流 形 


N:w,(4,q,t) =c, (p=1,2, msn) (1.3.2) 
来 构造 方程 组 
q, = 0„(а,алу (v = 1,2,-*-,n) (1.3.3) 
2. 运动 方程 的 修改 
给 定 方程 组 


q, = 0,(4,4,у,1) (w =1,2,-- n) (1.3.4) 
按 给 定 的 积分 流 形 
0:0,(4,4,1) = c, (и = 1,2,--,m < п) (1.3.5) 


来 确定 矢量 函数 v[v, (4,4,2),--: 0, (4.4.2). 
3. 运动 方程 的 封闭 
给 定 方程 组 
4, = 0,(4,4,и,ил) (v = 12,--:,п) (1.3.6) 
按 给 定 的 积分 流 形 
D:0,(4,9,t) =c, (ш = 1,2,--,m<r) (1.3.7) 
来 建立 封闭 方程 组 
и, = U,(q,q,u,u,t) (р =1,2,+,r) (1.3.8) 
在 这 些 问 题 中 假设 , 待 求 函 数 @,,w,U,(v=1,2,…,n;y =1， 
2,0 skip =1,2,…,r) 属 于 使 给 定 流 形 O WE г BRO, 的 解 存在 
唯一 的 一 类 函数 ,并 且 如 果 示 点 初始 时 刻 在 积分 流 形 О 上 ,那么 
以 后 它 也 沿 这 个 流 形 运动 。 
当然 ,上 面 指出 的 建立 运动 方程 的 各 种 提 法 不 是 唯一 可 能 的 。 
例如 ,可 认为 给 定 的 运动 性 质 仅 依赖 于 一 部 分 g.4, 而 这些 性 质 或 
者 只 是 几何 的 ,或 者 只 是 运动 学 的 ;运动 性 质 可 以 由 不 等 式 给 出 ; 
可 以 认为 ,所 建立 的 某 些 方程 可 以 是 一 阶 微分 方程 等 。 但 是 ,建立 
微分 方程 的 所 有 这 些 可 能 的 变化 ,无 论 从 其 实际 意义 还 是 从 方法 
上 说 , 它 的 解答 完全 包含 于 上 面 指 出 的 问题 提 法 的 基本 变形 之 中 。 
前 述 建 立 微分 方程 的 动力 学 逆 问 题 的 各 种 提 法 ;实质 上 是 某 
些 已 知 动力 学 逆 问 题 的 数学 推广 。 建 立 运 动 方程 的 基本 问题 是 
Newton 问题 Bertrand 问题 Суслов 问题 和 Cartan 问题 的 进一步 
推广 。 运 动 方程 的 修改 问题 是 Мещерский 问题 的 数学 推广 。 运 
动 方程 的 封闭 问题 是 Горячев 问题 的 进一步 推广 。 


1.4 用 建立 运动 方程 的 方法 
来 解 动力 学 逆 问 题 
1.4.1 微分 方程 理论 中 的 逆 问 题 


动力 学 逆 问 题 的 解 归结 为 常 微分 方程 理论 中 逆 问 题 的 解 , 即 
18 


按照 给 定 的 第 一 积分 或 特殊 积分 来 建立 或 补 建 微分 方程 本 身 。 

微分 方程 理论 中 的 逆 问 题 , 作 为 按 给 定 特殊 积分 建立 方程 组 
集合 的 问题 ,首先 由 苏联 学 者 Еругин Н П 所 研究 ,并 给 出 问题 
的 解法 。Epyrm 提出 的 按 给 定 特殊 积分 来 建立 微分 方程 的 方法 ， 
不 仅 可 按 运动 的 给 定性 质 来 建立 力学 系统 的 运动 方程 ,而 且 可 考 
虑 到 一 些 补充 要 求 ,例如 ,稳定 性 要 求 ,优化 要 求 ,来 建立 这 些 方 
程 。 为 解 动力 学 逆 问 题 , 按 Еругин 方法 ,首先 建立 使 给 定 的 积分 
组 成 要 建立 的 微分 方程 组 的 积分 流 形 的 充 要 条 件 。 这 些 条 件 可 由 
把 给 定 积分 按 待 求 方程 组 组 成 的 导数 看 成 为 任意 函数 而 得 到 。 当 
с, =0 时 ,这 些 函 数 在 给 定 的 积分 流 形 上 变 为 零 ; 当 c, 0 时 ,这 些 
函数 简单 地 取 为 零 。 所 得 的 等 式 是 所 论 力学 系统 给 定 运动 存在 的 
必要 条 件 ,当然 还 需要 满足 系统 的 初始 状态 。 


1.4.2 动力 学 逆 问题 的 三 种 基本 解法 


在 建立 运动 方程 的 基本 问题 情形 , 存在 按 给 定性 质 式 
(1.3. 2) 而 运动 的 必要 条 件 由 下 式 描 述 , 即 


до . до, 
res +e ‚ = ®,(0,4,4,t) 
aq,” 


s... ДНН . (1.4.1) 


式 中 :更 (wow,g4,4,6) 是 一 些 函 数 , 称 为 Epyru 函数 。 当 с, #0 时 ， 
@,=0;34 с, =0 时 ,更 ,为 在 积分 流 形式 (1.3.2) 上 趋 于 零 的 任意 
函数 。 条 件 式 (1.4. 1) 作为 对 函数 О, 的 原始 方程 。 本 节 及 以 后 
相同 指标 表示 求 和 。 

在 方程 的 修改 问题 中 ,存在 按 给 定性 质 式 (1. 3.5) ,而 运动 的 
必要 条 件 仍然 是 式 (1.4.1)。 设 由 条 件 (1.4.1) 帮 为 可 确定 函数 
Q,(v=1,2,…,n) , 据 问题 的 提 法 它们 应 与 方程 式 (1.3.4) 重 合 
因此 有 


Q,(q,q.v,t) =Q, (>=1,2,‚-,‚п) (1.4.2) 
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此 时 所 得 等 式 (1.4:2) 组 成 对 函数 ww (q,q i) (X=1,2,…,k) 的 方 
程 组 ,最终 可 确定 出 待 求 补充 力 和 参数 。 

在 解 方程 的 封闭 问题 时 ,存在 按 给 定性 质 式 (1. 3.7) ,而 运动 
的 必要 条 件 有 如 下 形式 , 即 


ðo, до, до. дш. dw, F 
和) 
ди, ðq, 94, ди, ðt 
(u=1,2,--,m;y=1,2,.-.nip=1,2,-.. r) (1.4.3) 
其 中 


2 SOW, „. Ow, 

a se т (1.4.4) 
条 件 式 (1.4.3) 是 为 寻求 函数 U, 的 原始 方程 组 。 

在 解 上 述 三 种 动力 学 逆 问 题 时 ,运动 方程 具有 给 定 积分 流 形 

式 (1.3. 1) ,而 待 求 方程 组 可 以 各 种 形式 表示 出 来 。 这 依赖 于 方 
程 右 端 部 分 的 函数 Qo, U, 取 怎样 的 形式 。 每 个 动力 学 逆 问 题 一 
般 说 都 有 非 单一 解 。 这 是 因为 ,第 一 ,方程 式 (1.4.1) 在 m<n 时， 
不 能 唯一 确定 未 知 函数 Qo, .U, ;第 二 , 当 с, =0 时 ,这 些 方程 还 包 
含 任意 函数 B,(w,q,9,t)。 当 然 ,使 这 些 函 数 在 积分 流 形 上 变 为 
零 的 条 件 ,以 及 解 在 域 O, 存在 和 唯一 条 件 , 并 不 能 消除 这 种 非 单 
一 性 。 这 种 非 单一 性 允许 在 解 动力 学 逆 问 题 时 ,考虑 到 其 他 需要 ， 
如 稳定 性 \ 优 化 等 。 


1.5 运动 方程 的 建立 


1.5.1 运动 方程 的 建立 


运动 方程 的 建立 问题 归结 为 按 给 定 的 积分 流 形式 (1. 3. 1 ) 来 
建立 方程 式 (1. 3.3)。 
按 给 定性 质 式 (1. З. 1) 而 运动 的 条 件 式 (1.4.1) ,可 改写 为 
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да, А 
—^0,=Ф„(®,4,4м4)-Ф„ (и=1,2,<,т;»=1,2‚,<,п) 
94, 


(1.5.1) 
其 中 
до), . dw, 
т (1.5.2) 


而 Ф,(,4,4,1) ЖЖ Еругин BRK. 3 с, #0 时 ,它们 恒 为 零 ; 当 
e, =0 时 ,它们 是 在 积分 流 形 O 上 变 为 零 的 任意 函数 。 例 如 ,变量 
Oi, y On 在 1 三 to 时 在 域 О, 上 的 全 纯 函 数 ,其 展开 式 从 不 低 
于 一 阶 开始 。 

方程 式 (1. 5. 1) 可 用 于 确定 待 求 方程 式 (1.3.3) 的 右 端 0,。 
当 m=n 时 ,直接 解 方 程式 (1.5.1) ,得 到 


i, =Q, = M8, p) Civ =12,,m) (1.5.3) 


其 中 


A = der 22) #0 


Ч, / mxm 


而 A 为 行列 式 A 的 元 素 (i,v) 的 代数 余子 式 。 
如 果 m <n, 可 将 右 端 函数 Q, ERA 
Q. =Q +0, (go=1,2,°°,n) (1.5.4) 
其 中 Q; 与 流 形 
0,\®(а,4.1),-„=0| (1.5, 5) 
正 交 并 精确 到 Lagrange 乘 子 À, 而 确定 为 
ЦЕНЕ, Быт ЕО 


с 


而 0; 为 沿 流 形式 (1.5.5) 的 分 量 ,由 下 述 条 件 确定 , 即 
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до, 
一 0 =0 (0=1,2,--:,пуш=1,2,:-,т) (1.5.7) 
94. 
KRA. 5. 4) 代入 运 动 存在 条 件 式 (1. 5. 1) ,并 注意 到 式 (1.5.7) ， 
得 到 


до, 
——0; =Ф, — Ф, (1.5.8) 
94, 
将 式 (1.5.6) 代 入 式 (1. 5.8) ,得 到 
до, 
we аш =o, = (і,ш=1,2,:-,т) (1.5.9) 
aq, 94. 
= 
Г = а “0 
qo ад, тка 


时 ;由 式 (1.5.9) 解 得 
һ=-ЕГ„(Ф,-ф) (ij=1,2,,m) (1.5.10) 
APL, WAAR Г Жо, РМ ТА» Aut A 


| ðw; 
bit кашый А (1.5.11) 


另 一 分 量 Q; 可 由 直接 解 线性 方程 式 (1. 5.7) 而 得 到 ,并 表示 为 
Q = -D"P, (т=1,2,‚,-,т;з=т+1‚,т+2,‚+,‚п) 
0' = - ЮР, (s=m+1,m+2,---,n) 


(1.5.12) 
其 中 


a 
D= | | 
99.) mxm 
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而 "为 D 的 第 " 列 用 短 阵 (3) 的 第 s 列 替代 而 得 行列 式 ， 


P,=P,(q,9,t) 是 任意 函数 。 于 是 , 待 求 方程 组 (1.3.2) 可 表示 为 
如 下 形式 , 即 


3 1 до; 
q, = -=Г„(Ф,- = = РР; 
r ад, 
(i,j,r = 1,2,++,т;з = m+1,m+2,---,n) (1.5.13) 
š, =-ЕГ,(Ф,-е) == CRP “(S malo tss) 
方程 组 (1. 5. 13) 中 包含 未 定 函 数 D,(,9,9,t) ( 4 С, =0 时) 以 


XK P,(q,q,:) (4 m <n BF), BAC. 5. 13) 可 用 于 解 许 多 动力 
学 逆 问 题 。 


1.5.2 行星 的 Kepler 运动 


利用 前 面 给 出 的 方法 来 解 Newton 问题 。 行 星 的 运动 性 质 
写成 
1=r-ex=P (r=(a +y')'2) 
of rp снн (1.5.14) 


в = лу ky =c а 
这 些 性 质 是 行星 运动 方程 

x = Х(х,у),у = Y(x,y) (1. 5. 16) 
的 第 一 积分 。 


首先 ,只 利用 面积 积分 式 (1. 5. 15 ) 来 建立 运动 方程 。 行 星 运 
动 方程 式 (1. 5. 16) 有 这 个 积分 的 充 要 条 件 为 


доз 


до, А 
Ф Ен 
дх ду дх 


да. . 
+ ay y=0 
即 
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xY -yX =0 (1.5.17) 

由 此 直接 得 到 方程 式 (1. 5. 16) 的 右 端 部 分 为 
X=xV(x,y) ,Y=yV(x,y) (1.5.18) 
其 中 包含 一 个 任意 函数 V(x,y) 。 其 次 ,利用 轨道 方程 式 (1.5. 14) 


来 确定 这 个 函数 。 将 式 (1.5.14) 对 上 求 两 次 导数 , 并 利用 式 
(1.5. 16) ,得 到 


кез жул axe (1.5.19) 

r r т 

ЖЕ. 5. 18) RAR. 5. 19) ,并 利用 式 (1.5. 14) ,得 
У(х,у) = Ke (1.5.20) 
рг 
于 是 ,质量 为 m 的 行星 运动 方程 为 
2 2 

„шшс == (1.5.21) 


1.6 运动 方程 的 修改 


1.6.1 运动 方程 的 修改 
在 力学 系统 运动 方程 的 修改 问题 中 ,方程 
4, = 0,(4,4,7,:) (v = 1,2,--,n) (1.6.1) 


的 结构 是 已 知 的 ,需要 确定 系统 参数 的 函数 ww о, оо 以 及 加 在 
系统 上 的 补充 力 , 使 得 力学 系统 按 给 定性 质 
D:0,(9,9,t) =c, (и=1,2,+-,т<п) (1.6.2) 
的 运动 是 一 个 可 能 的 运动 。 
运动 方程 的 修改 问题 ,可 按 以 下 步骤 进行 :第 一 步 ,建立 微分 
方程 组 ,对 此 方程 组 来 说 ,给 定 的 流 形 O 是 积分 ,这 个 方程 组 可 表 
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为 式 (1.5. 13) ;第 二 步 ,使 这 个 方程 组 的 右 端 部 分 等 于 给 定 方程 
组 (1. 6. 1) 的 右 端 部 分 , 即 


Рт = + 00а.) 
(o,v =1,2,°*+,n;i,j=1,2,-++,m) (1.6.3) 
其 中 0: В.Е аА 0.63) жка 
(=). 
SPEAR BB ЗЕНА PJI, IR. 6.3) EA 5 
就 需要 对 出 现 于 式 (1.6.3) 中 的 函数 Ф, Ой с, =0 时 ) 和 0.1. 


Q%+2，,…,@; 施加 一 些 补充 限制 ,以 及 对 给 定 的 数 n、m、k 的 关系 
施加 限制 。 


1.6.2 自 激 陀螺 
现在 研究 自 激 陀螺 运动 方程 的 修改 问题 。 
陀螺 运动 方程 有 如 下 形式 , 即 
Ax, =(B-C)x,%,+M, 
B x, = (C - A)zszi + M, (1.6.4) 
C x, = (А-В) xx, +M, 
式 中 :4、B、C 为 陀螺 的 惯性 主 矩 ;o(xi ,x, ,xs ) 为 陀螺 瞬时 角速度 ; . 
М(М, ‚М, ‚М, ) 为 对 固定 点 的 力矩 ,它们 依赖 于 瞬时 角速度 在 主轴 
上 的 投影 wm x; ‚ху 


提出 如 下 逆 问 题 :确定 阻力 矩 M, 使 得 陀螺 按 下 述 给 定性 
质 , 即 
Фй eT = eH 
a:f (1.6.5) 
a = eg = 常数 
发 生 运动 ,其 中 
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Т= (Ast +B + C) 


为 陀螺 的 动能 ,而 
С? = EH +В? + Cx? 
FIRST ХЕ REET ,А 为 正 的 常数 。 
为 解 上 述 问 题 ,将 式 (1.6.5) 对 t 求 导数 ,并 利用 方程 式 
(1.6.4) ,得 到 按 性 质 式 (1. 6.5) 而 运动 的 存在 条 件 , 即 
x,M, +x,M, +, М, = -2AT 
(1.6.6) 
Ax,M, + Bx,M, + Cx,M, = - АС? 
由 此 解 出 М, М, ,有 


м. „—А(ОВТ-©') +M,(C - B)x; 
ra x, (B-A) 


(1.6.7) 
_ -A(G@ -2AT) +M,(A -С)х, 
Р: %,(B-A) 
式 中 :Ms 是 x xz xs 的 任意 函数 。 可 见 , 问 题 的 解 包含 一 个 任意 
函数 , 它 可 由 某 些 补充 要 求 来 确定 。 例 如 ,要 求 阻力 矩 借 助 摩擦 力 
来 实现 ,使 M = -ACx ,此 时 待 求 阻力 矩 的 其 他 两 个 投影 由 式 
(1. 6.7) 得 出 


M, 


М, = -ЛАх, ‚М, = -ЛВх, (1.6.8) 
因此 ,陀螺 运动 方程 为 

Ax, = (B — С)х,х, — ААх, 

B x, =(C-A)x3x, — АВх, (1.6.9) 

C xx = (А-В) хх, — АСх, 


这 就 是 按 给 定性 质 完全 修改 了 运动 。 
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1.7 运动 方程 的 封闭 


1.7.1 运动 方程 的 封闭 
在 运动 方程 的 封闭 的 动力 学 逆 问 题 中 ,一 部 分 运动 方程 ( 例 
如 ,系统 基本 对 象 的 方程 ) 是 事先 已 知 的 , 即 
9, = 0,60 /80,6 (ma n) (1.71) 
需要 建立 必要 数量 的 方程 (例如 ,描述 辅助 装置 运动 的 方程 ) 
u, = 0,(4,9,и,и,1) (р = 1,2,.…,r) (1.7.2) 
使 得 方程 组 (1. 7. 1) 为 封闭 方程 组 , 且 给 定 流 形 
0:,(4,4,1) =c, (p=1;2; msr) (1.7.3) 
是 该 系统 的 积分 流 形 。 
这 类 问题 中 假设 函数 w,(q,q,t) 除 上 面 指 出 的 要 求 外 ,还 满 
足 如 下 补充 要 求 :在 相 空 间 某 域 6(q,q,u,u,t) 上 当 1>to 时 ,有 


(1.7.4) 


为 解 运动 方程 的 封闭 问题 , 首先 组 成 运动 存在 的 条 件 式 
(1.4.3) ,将 其 改写 为 


u 


Ш„=Ф„(®,4,4!)-Ф; (p=1,2,…,r) (1.7.5) 


ди, 
其 中 
де, dop. д0,. дә, 
"ws Qo, + „+ и, + 
Ф aq, г әд" ди,” at 
(v=1,2,++,n3p=1,2,--5r) (1.7.6) 


然后 ,由 这 些 条 件 可 确定 出 待 求 方程 式 (1.7:2) 的 右 端 部 分 。 最 
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终 , 封 闭 方程 组 有 如 下 形式 , 即 
4, = Q,(q,q,u,u,t) 


- ЕР . до; кыз 
и, = pli (Ф, - e; + + (i,j = 1,2,-+,m) 


"р 


(1.7.7) 
其 中 


r° -da 人 > 8) 20: бала) 
Г; 为 行列 式 T° 的 元 素 (j,i) HRBRFK; D = Ф,(о,9,4,1) Ж 
一 些 函 数 , 当 с, HO 时 它们 为 零 , 当 с, =0 时 它们 是 任意 的 ,而 当 
w=0 时 等 于 零 ;U 满足 条 件 


до, 
— +U =0 (p=1,2,-+,r3~=1,2,+++,m) (1.7.8) 
ди, 


可 见 , 运 动 方程 封闭 问题 的 解 在 问题 提 法 的 范围 内 ,也 包含 未 
ж Ж Ф, с, =0 Bt) AR 0, ( 34 r <m В) 


1.7.2 微分 追踪 


研究 两 质点 在 运动 中 彼此 微分 追踪 问题 。 
设 给 定 质量 为 m 的 质点 М, 的 运动 方程 
того = Fy (1.7.9) 
式 中 :Fo = Fo(r 一 ro,v 一 wo) HIER М, 上 的 力 ;im гомо о уң My 
和 必 的 矢 径 和 速度 ,确定 加 在 质量 为 m 的 质点 M 上 的 力 F, 使 得 两 
点 MoM 按 性 质 
af” sebr a= P= В (1.7.10) 
в = (ro =r) + (0-0). = 0 
的 运动 是 它们 的 可 能 运动 。 
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运动 性 质 式 (1.7. 10) 表示 两 个 点 М, ЯП М 的 运动 与 长 1 的 刚 
性 杆 MoM 端点 的 运动 是 运动 学 等 价 的 。 
所 论 问 题 的 解 最 终归 结 为 建立 封闭 微分 方程 组 


moro = Fo(ro 一 rzo = v) 
(1.9711) 


mr = Е(го,г,00,0) 
由 式 (1.7.10) 看 出 w =wz。 将 式 (1.7.10) 第 二 式 对 时 间 上 求 导 
数 ,引进 Еругин 函数 ,并 利用 式 (1.7. 11) ,得 到 


(»-©*+(в-б(;®-Ё) Фот, 


(1.7. 12) 


其 中 

Ф\„=0 
方程 式 (1.7. 12) 就 是 确定 未 知 力 的 方程 。 方 程 只 有 一 个 ,未 知 
量 有 四 个 :F 的 三 个 投影 和 函数 Ф. ЧА Е F 的 两 个 投影 和 DS 
时 ,才能 确定 的 第 三 个 投影 。 因 此 ,为 最 终 解决 问题 尚 需 给 出 
不 与 式 (1.7.10) 相 悖 的 有 关 质 点 运动 的 补充 性 质 。 
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第 2 章 分 析 动 力学 中 的 逆 问题 


Lagrange1788 年 出 版 名 著 Mécanique Analytique (分析 力学 ) ç 
200 多 年 来 ,分 析 力 学 这 一 经 典 学 科 由 于 Hamilton Jacobi, Hertz, 
Poincaré „Ляпунов „Birkhoff 等 众多 学 者 的 卓越 贡献 ,已 经 取得 了 辉 
煌 成 就 。Lagrange 的 名 著 1995 年 被 译 成 英文 这 一 事实 就 证 明了 
分 析 力 学 这 棵 大 树 之 根深 ,分 析 力 学 的 近代 发 展 ,特别 是 它 的 几何 
化 表明 了 分 析 力 学 这 棵 大 树 之 叶 茂 。 分 析 力 学 是 经 典 物 理学 的 基 
石 之 一 ,是 近代 物理 学 的 阶梯 。 同 时 ,分 析 力学 又 是 许多 数学 理论 
的 发 源 地 和 应 用 对 象 。 很 难 指出 物理 一 数学 科学 的 其 他 领域 能 够 
像 分 析 力 学 这 样 把 抽象 的 数学 研究 与 具体 的 物理 内 容 如 此 深刻 地 
结合 起 来 。 分 析 力学 不 仅 是 自然 和 技术 的 最 复杂 、 多 方面 问题 科 
学 研究 的 精美 工具 ,而 且 运动 规律 的 独特 表达 形式 远 远 超出 了 经 
典 力学 的 限制 。 

分 析 力 学 的 基本 原理 和 基本 运动 微分 方程 都 起 源 于 某 些 基本 
概念 ,如 约束 、 虚 位 移 等 。 由 基本 概念 出 发 ,提出 基本 原理 ,由 基本 
原理 导出 基本 运动 微分 方程 ,研究 方程 本 身 和 它 的 积分 方法 ,这 就 
是 分 析 力 学 的 基本 内 容 。 

分 析 动 力学 问题 可 分 为 两 类 , 即 正 问题 和 逆 问 题 。 正 问题 是 
指 ,根据 分 析 力 学 的 基本 原理 或 基本 运动 微分 方程 来 研究 系统 的 
运动 性 质 (积分 ) 或 求 得 运动 规律 (最 终 解 ) 。 逆 问题 大 体 上 是 指 ， 
根据 运动 性 质 (积分 ) 来 组 建 运动 微分 方程 。 

本 章 研究 分 析 动 力学 中 的 一 些 逆 问题 ,主要 侧重 完整 系统 。 
有 关 非 完整 系统 动力 学 逆 问 题 将 在 第 6 章 中 研究 。 完 整 系统 分 析 
动力 学 逆 问 题 包 括 广义 坐标 中 Lagrange 方程 的 建立 、 正 则 方程 的 
建立 .Cycnos 问题 .Noether 对 称 性 与 动力 学 逆 问 题 、Bertrand 定理 
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BOSE” „ЛЕ Ж ZE 5 2JJ 7] ЗЕ 2: [п] BL, Poisson 定理 与 动力 学 逆 问 
题 等 。 


2.1 广义 坐标 中 Lagrange 方程 的 建立 


Lagrange 力学 正 问题 是 由 Lagrange 方程 出 发 来 研究 系统 的 运 
动 性 质 或 运动 规律 。 本 节 研 究 的 逆 问 题 是 按 给 定 的 运动 性 质 来 建 
立 Lagrange 方程 。 


2.1.1 Lagrange 方程 的 建立 


组 建 力 学 系统 在 广义 坐标 中 的 方程 ,使 得 按 给 定性 质 的 运动 
是 系统 的 一 个 可 能 的 运动 。 逆 问题 的 提 法 如 下 :研究 一 力学 系统 ， 
其 动力 学 普遍 方程 ,或 D' Alembert - Lagrange 原理 有 如 下 形式 , 即 


oT а әт 
(9 +5 а э) =0 ЕН 2 Yala 
式 中 :g, 为 广义 坐标 ;7T、Q, 分 别 为 考虑 到 事先 加 在 系统 上 的 完整 
约束 而 计算 出 的 动能 和 广义 力 。 要 求 按 给 定性 质 
0:0,(04,1) =0 (w=1,2,--+,m;m<n) (2.1.2) 
的 运动 是 系统 的 一 个 可 能 运动 ,其 中 w 为 对 所 有 t> t, 在 某 域 G 
{qj} 上 的 独立 、 有 界 、 连 续 可 微 函数 ,并 要 求 组 建 广义 坐标 中 的 
方程 。 
在 组 建 运动 方程 时 , 式 (2.1.2) 应 作为 补充 约束 来 研究 。 因 
此 ,无 论 相 应 示 点 沿 流 形 О 的 运动 ,还 是 在 流 形 O 之 外 的 运动 , 广 
义 速度 满足 条 件 
до, до, 


б. 
— p 
ze at 


Fa =Ф,(0,4,1) (w=1,2,-++,m3v=1,2,-++,n) 
(2.1.3) 


式 中 : Еругин 函数 Ф, ( o, q , t) 是 任意 函数 , 当 满 足 条 件 式 
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(2.1.2) 时 它们 变 为 零 。 
下 面 导出 问题 式 (2.1.1)、 式 (2.1.2) 的 运动 方程 。 约 束 式 
(2. 1.2) 加 在 虚 位 移 ôq, 上 的 限制 为 


до, 
aq,” =0 (w=1,2,-++,m3v=1,2,--,n) (2.1.4) 


假设 由 式 (2. 1.4) TRIKE 64, (ш = 1,2, +++, m) 用 独立 
的 变 分 8g,(p =m +1,m+2,…,n) 表 示 出 来 , 记 作 


ôq, =C,,69, (p=1,2,° ,mp=m+l,m+2,.,n) 


(2.1.5) 
将 式 (2. 1.5) 代 入 原理 式 (2. 1.1) ,并 注意 到 54, 的 独立 性 ,得 到 
aT oP _d aT 
9, + а, “Жыз [%+ aq, at ag, )сь =o 


(p=m+1,m+2,-++,n3=1,2,+++,m) (2.1.6) 


这 样 ,就 得 到 问题 的 运动 方程 式 (2. 1.6) 3 (2.1.3). 

所 得 到 的 方程 允许 系统 按 给 定性 质 O 而 运动 ,并 且 仅 当初 始 
ЖЇР t = ty ,а =4 满足 条 件 

(ost) =0 (w=1,2,--+,m) (2.1.7) 

时 ,这 个 运动 才 存在 。 自 然 可 假设 条 件 式 (2. 1.7) 实 际 上 不 满足 。 
因此 ,要 求 当 系统 有 对 条 件 式 (2. 1.7) 的 初始 偏离 时 ,相对 给 定性 
质 式 (2. 1.2) 是 稳定 的 ,或 渐 近 稳定 的 。 这 个 要 求 可 用 来 选取 尚 
未 确定 的 函数 D, o 


2.1.2 算 例 


例 1 质量 为 m 的 质点 在 重力 作用 下 在 平面 0xy 上 运动 。 要 
求 按 给 定性 质 


w=~-%-1=0 (2.1.8) 
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的 运动 是 一 个 可 能 运动 ,其 中 ab 为 常数 。 试 组 建 问题 的 运动 微 


分 方程 。 
D’ Alembert - Lagrange 原理 给 出 
(-тх)ёх + (- my - mg)ëy = 0 (2.1.9) 
式 (2.1.4) 给 出 
> sy - Sox =0 (2.1.10) 


b 
将 式 (2. 1.10) Ах (2. 1.9) ,得 到 


[- mit + (= mj ~ mg) % = lox =0 


a 


H 6x 的 任意 性 得 到 

mi + (my + me) % = = 0 (2.1.11) 
3X (2. 1.3) 给 出 

“a + oe = Ф(ш,х,у,1) (2.1.12) 


Җ(2.1.11), < (2.1.12) 就 是 问题 的 解 。 如 果 限 于 沿 曲线 式 
(2.1.8) 的 运动 , 则 有 ® = 0。 
例 2 ”质点 沿 斜 驶 线 的 运动 
质量 为 m 的 质点 动力 学 普遍 方程 在 球 坐标 中 有 如 下 形式 , 即 
[mR[ - ( + 7)*singcosp] – F,|8@ + 
{mR[ysing + 29(p +т)созф] - Е,|бф = 0 
式 中 :pw ARB HAE р 为 纬度 的 余 角 ;R、r 分 别 为 地 球 
半径 和 角速度 ;F。、F, 分 别 为 加 在 质点 上 的 力 在 经 线 切线 和 纬 线 
切线 上 的 投影 。 аы 


0:0 = Не - (Y — po )cota =0 (2.1. 14) 
tangy/2 


(2.1.13) 


的 运动 是 质点 的 一 个 可 能 运动 ,其 中 фо ho 为 球 坐标 的 初始 值 ,a 
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为 点 的 轨道 与 地 球 经 线 的 夹 角 。 此 时 ,条 件 式 (2. 1.3) 给 出 为 


-on =@(o,@, t) 
ng 
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或 
sing -Ptana = Ф, (o ,@ y ,t) (2.1.15) 

其 中 

Ф, = – Psingtana 
而 Ф, 为 满足 条 件 

@,(0,e@,,t) =0 (2.1.16) 
的 任意 函数 。 条 件 式 (2. 1.5) 给 出 

бф = singcotaByy 


方程 式 (2. 1.6) 给 出 
ImR[ @ — (фу + т)°вїпрсозр] — F, | cotasing + 
mR[ sing + 2@( + т)созр] - Е, =0 
(2.1.17) 


于 是 , 式 (2. 1.17) (2. 1. 15 ) 就 是 问题 的 解 。 函 数 Ф, 可 如 此 选 
择 :使 得 当 有 初始 扰动 时 ,点 沿 斜 驶 线 的 运动 是 稳定 的 。 


2.2 正则 方程 的 建立 


Hamilton 力学 的 正 问题 是 由 正则 方程 出 发 来 研究 系统 的 运动 
性 质 和 运动 规律 。 本 节 研 究 的 逆 问题 是 根据 给 定 的 运动 性 质 来 组 
建 正则 方程 。 


2.2.1 由 运动 性 质 组 建 正则 方程 


提出 下 述 逆 问题 中 :给 定 力学 系统 的 运动 性 质 
О:в„(а,р„) =C, (ш=1,2,‚,--,т<п) (2.2.1) 
35 


式 中 :4 之 分 别 为 广义 坐标 和 广义 动量 ,统称 正则 变量 ;w, 彼此 相 
容 且 独立 , 试 组 建 力学 系统 运动 的 正则 方程 


4:=0,(4,р,1), р,=Р(а,ры) (i=1,2,--,n) 


(2.2.2) 
使 得 按 性 质 式 (2. 2. 1) 的 运动 是 一 个 可 能 的 运动 。 
假设 待 求 方程 有 如 下 形式 , 即 
4: =Q,(q.p.t) 
М (22,3) 
P:=Pi(q,p,t) +Р;(9,р,1) 
其 中 
r- _9H „ӨЙ. „ү. x 
P; = Эд,” йе (G#=1,2,---,n) 


iti H=H(q,p,t) Ж Hamilton 函数 ,已 为 非 势 广义 力 。 流 形式 
(2.2. 1) 是 为 方程 组 (2. 2. 3 ) 的 积分 流 形 的 充分 必要 条 件 为 

до, ӘН 8 aH де, 

ӧд: др; Әр; 4: Әр, 

(w=1,2,-++,m;i=1,2,++-,n) 


до, 
P; + сө =Ф,(0,4,р,1) 


或 者 写成 
до, до, 
(о, ,H) +——P; =P, (@,q,p,t)-—~ (2.2.4) 
др; дї 
其 中 
= 2% ән _ 9%» ән 
нн) ðq; Әр; Әр, 34 
为 函数 w, 和 五 组 成 的 Poisson iris Ф, 为 任意 函数 ,并 满足 
D S 


ALC, 40 HA Ф, =0, 
假设 示 点 ( 亦 称 代表 点 ) М(4,р) 运动 仅 在 广义 有 势力 Pr {Е 
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用 下 沿 积分 流 形式 (2. 2. 1) 发生 ,此 时 有 
Pri, Ф, 


изо =O 
于 是 , 式 (2. 2.4) 成 为 


до, 
(о, ,Н) a ee (2.2.5) 


这 就 是 Hamilton 系统 对 第 一 积分 的 Poisson 条 件 。 关 系 式 
(2. 2.5) 可 写成 
ðw, до a А 
机 
(2.2.6) 
这 就 是 为 确定 Pr 和 Q, 的 方程 。 相 对 Р! ($ =1,2,…,m) 解 代数 方 
程式 (2. 2.6) ,得 到 


(s,r=1,2,-++,m;k=m+1,m+2,--,n) (202) 
其 中 
до, 
А =da( $) _ 
而 A。 为 行列 式 A 元素 (r,s) 的 代数 余子 式 ,A* 为 A 中 第 s LFA 
阵 ( дш,/ др, ) ,的 第 上 列 痊 代 所 得 的 行列 式 。 
由 式 (2. 2.4) ,考虑 到 条 件 式 (2. 2.5) ,得 到 
ðw, 
Рі =®,(@,9,P,t) (a=1,2,--,m;ii=1,2,---,n) 
др; 
(2.2.8) 
当 示 点 (9,P) 在 给 定 流 形式 (2. 2. 1) 外 运动 时 ,由 方程 式 (2.2. 8) 


可 确定 加 在 系统 上 的 非 势 广义 力 ,并 表示 为 
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А, at 
By D,(@,9,p,t) 一 Ру 


(5,г=1,2,--- т; =т+1,т +2, <" ,п) (2.2.9) 
于 是 ,使 系统 按 给 定性 质 式 (2.2. 1) 的 运动 是 一 个 可 能 运动 的 待 
求 方程 组 有 如 下 形式 , 即 
4: =Q,(q,p.t) 


ðw, ðw, 
e ee 


izle- )-2701+Р) (2.2.10) 
b, =P, +P; 
Cs,r=1,2,---,m;k=m+l,m+2,---,n;i=1,2,---,n) 
由 式 (2.2. 10) 看 出 ,组 成 的 方程 中 包含 一 些 未 定 函数 Q. Pi Pk 
Ф, 等 。 这 些 未 定 函数 还 应 满足 方程 式 (2. 2. 10) 为 正则 形式 的 条 

件 。 这 个 要 求 写成 下 述 形 式 , 即 


20, _ ӘР ӘР ӘР; 90 


i 


aQ; 
as › (i,j=1,2,.…,n) 
94; dp: ðq; дч эр; др; á 


(229319 


而 这 正 是 力学 系统 在 广义 有 势力 作用 下 存在 Poincaré 积分 不 变量 
ЖЕ?! 。 

在 某 些 动力 学 道 问题 中 ,正则 方程 的 第 一 组 右 端 0;(q,p,1) 
根据 问题 的 提 法 是 事先 已 知 的 ,例如 ,刚体 绕 定点 运动 的 逆 问 题 中 
的 运动 学 方程 ,问题 的 解 归结 为 确定 广义 有 势力 Pi, 以 控制 示 点 
沿 给 定 的 流 形 О 而 运动 。 此 时 ,余下 的 未 定 函 数 Р; 和 Ф, 可 由 补 
充 需 要 进一步 求 得 。 

现在 研究 一 些 特殊 情形 上 。 

情形 1 m=n。 

在 此 情形 , 非 势力 仅 由 函数 Ф, (о,9,р,1) (r=1,2,…,n) 来 

“~ 确定。 方程 式 (2. 2. 10) 成 为 
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4: =9:(4,P,,t) 


Б (0,- Sg 2) jor=1,2,n) 
(2.2.12) 
进而 ,如 果 w 不 依赖 于 1, 则 有 
q: =Q:(4,P,t) 
A, (2.2. 13) 
Р, =a Ф, ©) 
情形 2 运动 性 质 给 出 为 
@, =p, -},(4,1) =0 (2.2.14) 
此 时 ,有 
dw, Тл; 
иН 7 天 3 
Larss 
A=1,4,={ (2.2.15) 
0 rs 
дю, _ _ 3, д, 9), 
94; Əq'Ə ðt 


4 т <n 时 ,将 式 (2.2. 15) А02. 2. 10) ,得 到 待 求 方程 组 为 
qi =Q,(q.p.t) 


of, of, 
a * ак? $, (2. 2. 16) 


р, = 
р, =P; +P; 
(4=1,2,+++,n3s =1,2,--+,m3k=m+1,m+2,--,n) 
т=п 时 ,运动 方程 有 如 下 形式 , 即 
qi =Q;(q,p,t) 
: I (2.2.17) 
рф eo, (1) 12.) 
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情形 3 运动 性 质 给 出 为 


в„(ч„›р„) =с„ (ш=1,2,---,т) (2.2.18) 
在 此 情形 , 当 m <n 时 ,有 
90, _ , _ 
= П ар A; = II ap, 4 =0 (s#r) 
a o 9% _ 9 a, fl £ = r 
А она {, ы (2.2.19) 
(i,r = 1,2,---,m;k = m+1,m +2,---,n) 
将 式 (2. 2.19) FLASK (2. 2. 10) ,得 到 待 求 方程 组 为 
4: =Q,(q.p.t) 
s | 
эы, - #0.) (2.2.20) 
др, 
PR Pi +P 
(i =1,2,+++,n3s =1,2,+++,m;k=m+1,m+2,-+,n) 
4 m =n 时 , 则 有 
4: =0,(4,р,1) 
ETES. 
六 = 让 (和 - 280) (2=1,2,--,п) (2.2.21) 
др; 
2.2.2 Bil 
已 知 某 二 自由 度 系 统 有 两 个 积分 , 即 
w, (р +p) + eg} =e, (2.2.22) 
w: =р, =C (2.2.23) 


试 建立 系统 的 正则 方程 。 


问题 属于 m =n =2 的 情形 , 且 o, \o; 不 显 含 1, 故 可 利用 方程 
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式 (2.2.13) 。 由 Hamilton Ж H =o, =c, 计算 得 


ӘН _Pi ӘН _Р› 
Qi =» "бүк =, (2.2.24) 
于 是 ,正则 方程 的 第 一 组 为 


he сала (2.2.25) 
下 面 计算 方程 式 (2. 2. 13) 的 第 二 组 ,有 
дю здор 
= А 
т 
as adk 


Ан =1,4, 20,4, = РА, =P 


т 
ðw, ðw, ðw, dw, 0 
=, = = sa 
да, aq, dg, > әд, 
于 是 ,有 
. _Ан ðw, до! „ôa ао, PA s 
p= ($, 5 Qi 35, ш (Ф ы 2220) = 


А; i ; | 

р. = aa, -2 “io, - ðw Sig, +5 А (Ф- до, 29, - до. 8:0) <0, 
FRAY AE с, ‚с, pe Еругин be ae Ben: 
于 是 有 


Pi = 一 cgi， р. =0 


(2. 2. 26) 
这 样 ,方程 式 (2. 2. 25) \ 式 (2. 2. 26) 即 为 所 求 正 则 方程 。 
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2.3 Суслов 问题 


Суслов 问题 是 指 ,构造 力 函 数 使 系统 有 给 定 的 特殊 积分 。 它 
是 构造 势力 场 的 非常 普遍 的 问题 ,由 Суслов 于 1890 年 给 出 。 在 
给 定 的 积分 数目 比 系统 自由 度数 目 少 一 的 前 提 下 ,Cycroa 解决 了 
这 个 问题 ,建立 了 关于 力 函数 的 微分 方程 并 导出 了 方程 的 相 容 条 
ФЕ. #05, Жуковский 对 二 自由 度 和 三 自由 度 力学 系统 建立 了 力 
函数 的 显 式 。 


2.3.1. 问题 的 提出 


研究 具有 nn 个 自由 度 的 定常 完整 力学 系统 。 在 广义 坐标 空间 
中 某 域 6 上 给 定 超 曲面 
Q,:0,(q;) =0 (r=1,2,%…,n-1;=1,2,.…,n) (2.3.1) 
假设 :(1) PR o, =w;(9) 连 续 , 且 有 连续 偏 导数 ;(2) 对 于 所 有 
q; e С, BOE E 
alw ‚бо › wn) 
8041 442577 q,) 
的 秩 等 于 (n -1) 。 所 有 超 曲面 2, ‚0, ,--- „О, 有 共同 部 分 卫 , 它 是 
一 维 流 形 。 假 设 在 厂 上 满足 条 件 


(243.2) 


AA,;#0 (j=1,2,.…,n) (233) 
ЖФ A, 为 行列 式 
1 1 
до до! 
941 99, 
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ETR J) 的 代数 余子 式 。 问 题 是 要 确定 广义 力 @,, 在 其 作用 
下 示 点 沿 给 定 积分 流 形式 (2. 3. 1) 的 运动 是 系统 的 可 能 运动 。 


2.3.2 相对 力 函 数 的 方程 
具有 给 定 积分 流 形式 (2. 3. 1) 的 微分 方程 组 的 集合 可 表示 为 
如 下 形式 中 , 即 


q; = (APP: + @,A,,) 
5 (2.3.4) 


4. =P (rj =1,2, n = 1) 
式 中 :A и. 的 元 素 aw/a9; 的 代数 余子 式 ;P, = Р, (а) 8 
在 流 形 厂 上 不 为 零 的 任意 函数 ;@, = Ф, (о, 4g) 为 任意 连续 函数 ， 
在 给 定 流 形 厂 上 变 为 零 , 即 
Ф,(0,4;) =0 (r=1,2,+++,n-1;7=1,2,--,n) (2.3.5) 
因为 力学 系统 是 定常 的 ,动能 为 广义 速度 的 齐 二 次 型 
За (ama) (нь инь) (2.3.6) 


将 式 (2. 3.4) 对 时 间 :+ 求 导数 ,并 将 所 得 q, 以 及 方程 式 (2.3.4) 、 
式 (2.3. 6) 的 右 端 部 分 代入 Lagrange 方程 , 即 


经 过 某 些 变换 后 可 得 到 广义 力 的 显 式 中 , 即 


1 
Ong ay Alea) эс Seal 


A, 

P, 1 я дац 

2 wae А) ae + 
Py 

A,” 


ð [6, 
Aada) ә ila :) + 
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2 въ (2% 1 dan), 1, 96, 
wrt oe 让 ag) A aw 
Gk,i=1,2,-++,n3l,s,r=1,2,-++,n-1) (2.3.7) 


Ф, 


其 中 
Ь,=Ф,А„ (2.3.8) 
20 =a,A,A; (2.3.9) 
-6 _ 
aA, =a,A, (2.3. 10) 


如 果 示 点 处 于 给 定 流 形 上 ,那么 函数 Ф,,Ф,,---,Ф, tar 
零 。 此 时 ,函数 
@,(q;) =c, (2.3.11) 
是 方程 组 (2. 3. 4) 的 第 一 积分 ,而 式 (2. 3. 7) 成 为 
-1 20 Pry [ал a6) 1 да 
од, эд» Е А, м.) 724, ag A] 
(7,Е,1=1,2,--,п) (2.3.12) 
下 面 建 立 相对 力 函 数 的 偏 微分 方程 。 假 设 系统 所 受 力 是 保守 
的 , 即 存在 力 函 数 U(q,) 8459 


290 
1 дч, 
于 是 ,可 求 出 允许 有 给 定 第 一 积分 式 (2.3. 11 ) 的 力 函 数 Ul) o 
此 时 ,系统 存在 能 量 积分 
T=Uth (2. 3. 13) 
在 动能 表达 式 (2.3.6) 中 导数 4;(i=1,2,…,n) 用 其 表达 式 
(2. 3.4) 替 代 , 由 能 量 积分 式 (2. 3. 13) 求 得 函数 PA 


及 = 全 (2.3.14) 


由 式 (2. 3. 12) 中 消去 PP,, 而 P 用 表达 式 (2.3. 14) 替 代 , 便 得 到 对 
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力 函 数 U(g) 的 一 阶 线性 偏 微分 方程 组 , 即 


30 Әй _ 20 әй U+h lee 
aA, aq, ӘА, aq, в N,=0 (r=1,2, ‚п-1) 


(2.3.15) 
其 中 


Е) да.) әд, A] (2.3.16) 


(r=1,2, = ,n-1;k=1,2,=,n) 


AAE да, \ ðA, “ui 


Ет A 


-2 (аук 9) (2.3.17) 


而 对 系数 La A 
Ly =Ly, =Ly =0 (k=1,2,.…,n) 
L,=-L, (1<k,r<n) 
如 果 


EA 
aA, 


则 方程 式 (2. 3. 15 ) 是 线性 独立 的 。 由 条 件 式 (2. 3.2) 和 二 次 型 式 
(2.3.6) 的 非 退 化 ,可 假设 上 述 不 等 式 成 立 。 


2.3.3 方程 组 的 相 容 性 


方程 组 (2. 3. 15 ) 的 方程 个 数 是 n -1 ,但 仅 包含 一 个 待 求 函 数 
U(q;) ,因此 必须 研究 相 容 性 ,或 者 说 方程 组 的 可 积 性 。 


#0 
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由 偏 微分 方程 理论 可 知 ,方程 


Е,(4,0,р) =0 (v=1,2,++,m) (2.3.18) 
的 每 个 二 次 连续 可 微 解 ,应 满足 方程 

[F,,F,]=0 (k,r=1,2,-+,m) (2.3. 19) 
В (ВИ) 0 = UC), T F, 353 


域 RC(q,U,p) 上 对 所 有 (2n+1) 个 变量 g;U,p 的 连续 可 微 函 数 ， 
[F,,F,]28 Jacobi 括号 ,表示 为 

ӘР, aF,)aF, /aF, aF,\aF, 

fe tP: ар, (ж ER at) a, 
(k,r=1,2,-++,m3i=1,2,-+,n) (2. 3. 20) 
如 果 对 所 有 gq、U、p, 有 

[Е,,Е,]=0 (Ё,г=1,2,---,т) (2.3.21) 

那么 方程 组 (2.3.18) 是 内 旋 的 。 式 (2.3.21) 称 为 方程 组 


(2.3. 18) 的 可 积 性 ( 相 容 性 ) 条 件 。 
对 方程 式 (2. 3. 15) Jacobi 括号 有 如 下 形式 , 即 


[F,,F,] = 


gu 90 | 90 ә [А+ 
[F.F. =L (0+) гар zat? | 
aA, 


+ | 98 д AL, _ 90 ә [АШ = 
aA, 09, \ 400} 3A, ðq, | 4 90 
дА A 


n n 


20 ә (Ali) аө д | Аи. | _ 
А, д, \ 4 30 } ӘД, дд, | гө 
aA aA 


n n 


90 ә (AL, ) әв а {А X 
ðA, 94, 928 90 дд, д4, ө _90. = 
ӘД ӘД 


n n 


L, 90 дА, гө Ls |+ 


Б 
9 20. ӘД, 4, 04, g 20 


aA, aA, 
1 Ə0 |y oh ah 
一 -一 一 一 | —- N. = 
0 aa.(™ 94, * м) 


(ғ,5,1=1,2,--,п-1;Е=1,2,:,п) (2.3;22) 
由 Jacobi 括号 式 (2. 3. 22) 的 形式 得 知 , 如 果 对 任何 一 对 指标 r,s = 
1,2,--,n-1,4 
Т, =0 (2.3.23) 
那么 ,所 有 Jacobi 括号 恒 等 于 零 , 即 方程 组 (2.3. 15) 的 可 积 性 条 
件 式 (2.3.21) 满足 。 因 此 ,在 满足 条 件 式 (2.3.23) 下 ,方程 组 
(2.3.15) 是 相 容 的 , 即 对 所 有 方程 式 (2. 3. 15 ) 存 在 解 。 


2.3.4 方程 组 的 积分 


假设 相 容 性 条 件 式 (2. 3. 23) 满足 ,现在 来 求 方程 组 (2. 3. 15) 
的 通 解 。 假 设 按 各 轨道 式 (2. 3. 11) 实现 的 运动 有 不 同 的 总 能 量 ， 
即 疡 是 ooz,…,os-i 的 函数 。 

首先 ,将 非 齐 次 方程 式 (2. 3. 15 ) 化 为 齐 次 方程 。 设 想 待 求 函 
数 U(g) 以 隐 式 给 出 


W(q,U) =0 (2.3.24) 
由 此 求 得 偏 导数 
全 
aq, away 9=1,2, m) 


将 其 代入 方程 式 (2. 3. 15) ,得 到 


aw _ 90/94, әу Uth , ә 
aq, ӘӨ/ӘД, dq, 030/3A, 'ӘШ 


(r=1,2,--,n-1) (2.3.25) 


=0 


其 中 
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90 89 90 :90 . 
4,= - 34, а, * ad, 94 +26[э (з №} - 120] 
(2.3.26) 
对 应 于 方程 组 (2. 3. 25) 的 全 微分 方程 组 为 
起 dq =0 (k=1,2,--..n) (2.3.27) 
U+h 
dU= - ~ вав/ад_^*99, (r=1,2,++,n-1) (2.3.28) 


方程 式 (2. 3.27) № п HE Pfaff 组 。 根 据 Frobenius 定理 ,为 使 Pfaff 
组 完全 可 积 ,其 充分 必要 条 件 是 方程 式 (2. 3. 27) 左 端 部 分 的 外 导 
数 按 方程 本 身 而 变 为 零 。 令 


a 2.90. 
* әд, 
в =a,dq, 
则 有 
dw = da, Лід, = (22 - эчле, 
да; _ да, 

OAdw =a, |; 228) Ada, = 1,„дд, Лід, Лід, 
其 中 

A = da, Б 2a) -a [2 A =) +a да; 4 зы 

94; дч 4; ðq; 94, ðq; 

如 果 


Ты =0. еп) (2.3.29) 
则 Frobenius 定理 成 立 。 条 件 式 (2. 3. 29) 还 可 放宽 为 
L. =0 (r,s =1,2,-+-,n-1) 
实际 上 ,由 方程 
Ln =0,L,, р =0 
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得 到 


да, да, а, | да, ae.) “(в ae.) 
ðq, rira да) а,\ 94, Əq, 


да, ser 5 Se Ba = -%) 5 Aen - 3) 
ӧд, д а,\ дд, д4, 94, 9, 


„(е а) 
94, 94» 


дч, да а,\ 94, 94, 
将 其 代入 式 (2. 3.29) , 便 得 


ða, да, кар 5) - 


Ты =0 
对 所 论 情 形 , 表达 式 Lm А (2.3.17) 重合 ,因此 ,方程 组 
(2.3.15) 的 相 容 性 条 件 式 (2.3.23), 同时 又 是 Pfaff 组 式 
(2.3.27) 的 完全 可 积 条 件 。 由 方程 式 (2. 3. 27) 得 到 第 一 积分 
V(q;) =p, (2. 3.30) 

式 中 :pi 为 任意 常数 。 

下 面 研 究 方 程式 (2. 3. 28) 的 积分 。 将 式 (2.3;26) 代 入 方程 
式 (2.3.28) 的 右 端 ， к. 3.27) ,得 到 


d0= -(U+h)[ - ding + an( 2E) - д i)i] 


(2.3.317 


Bt ulg) Ж Ptaff 方 程式 (2. 3.27) 的 积分 因子 ,此 时 有 


паб BE, 
падат 025 п) (2.3.32) 


将 式 (2.3.32) 代 入 方程 式 (2. 3. 31) ,得 到 
dU=(U+h)din(@) 


я 
In( Qu”) =т 


得 到 线性 非 齐 次 方程 
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90 ys 
Т 
其 通 解 为 
U = ви [р - Pa (—5)] (2.3.33) 
式 中 :p, 为 任意 常数 ,于 是 
V,(U,q) = аз + fafi) =p, (2.3.34) 


方程 组 (2.3.15) 的 通 解 是 第 一 积分 式 (2.3.30) 和 式 
(2.3.34) 的 任意 函数 
KV, V) =0 (2.3.35) 
先 对 第 二 个 变量 解 方程 式 (2.3.35) ,再 对 U0 求解 并 分 部 积分 式 
(2. 3. 34) 的 右 端 ,得 到 方程 组 (2. 3. 15 ) 的 通 解 为 


U = 0p(D -h + аг] э, (2. 3. 36) 


式 中 :yy 为 任意 函数 。 ` 
在 方程 组 (2. 3.15) 相 容 条 件 下 , 式 (2.3.36) 给 出 允许 有 第 一 
积分 式 (2. 3. 11) 的 力 函数 的 显 式 。 


2.3.5 算 例 


研究 单位 质量 质点 用 球 坐标 r.o, 描述 的 运动 ,其 中 + 为 矢 
径 长 度 ,9 为 经 度 ,y 为 纬度 。 设 曲线 族 由 方程 


@ =r-=c, ‚6, =p =c, (2. 3. 37) 


KME ‚БОК ATE EBAY (2. 3. 37) 的 力 函数 的 集合 。 
首先 ,建立 Jacobi Е, < q, =7,g; =p,g; =y, 则 


94, 94 дч; k 0 | 


доз доз до, 1 0 
94, ðq ðq 
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其 次 ,验证 相 容 性 条 件 。 质 点 的 动能 表示 为 


= 15 P+ rg siny +74?) = 


ity М ь 
2 (qi +qlq2sinq, +9143) 


于 是 ,有 
an =1)а» =qjsin’q; ,as Hg) ty =a, =a, =0 
IE 
1 1 1 
дә ат аә |11 1 
A=|9 94, д%|=|1 0 -1 
au дш au| |0 1 0 
94, 942 943 
于 是 ;有 
A, =1,4, =0,A, =1 
又 


20 =a,,A; +ayAh? +азД2 =1 +12 
9011800 30 _ a 


1,—= r 


дА, aA, . ARE 
利用 式 (2. 3. 17) ,可 计算 出 

L,=0 (j,k=1,2,3) (2. 3. 38) 
于 是 , 相 容 性 条 件 成 立 。 

最 后 , 求 力 函 数 的 表达 式 。Pfaff 方 程式 (2. 3. 27) 给 出 
dq, +rdq, =0 
即 
dr +'d =0 
将 其 乘 以 积分 因子 
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1 
u= БЕ 
并 积分 ,得 
1 
Ve hpt 
通 解 式 (2. 3. 36) 给 出 为 
U = WV) -htf oe u 


Ley 1 1+7 r 
53% (2-и) в +5 [тг (2.3.39) 


2.4 按 给 定 的 一 个 积分 确定 广义 力 


在 Whittaker 的 经 典 著 作 中 , 提 到 Bertrand 于 1852 年 得 到 的 
一 个 定理 :已 知 系统 的 一 个 第 一 积分 , 便 可 确定 作用 在 系统 上 的 
力 ,假设 力 仅 依赖 于 坐标 ,而 不 依赖 于 速度 。 这 是 有 关 动 力 系统 积 
分 的 一 个 重要 性 质 ,也 是 一 个 重要 的 动力 学 逆 问 题 。Whittaker 指 
出 :“ 但 是 ,这 个 积分 不 能 随意 选取 , 而 必须 满足 某 些 条 件 ”'。 
本 节 研 究 Bertrand 定理 及 其 推广 。 
2.4.1 Bertrand 定理 


研究 完整 力学 系统 ,其 位 形 由 7 个 广义 坐标 g,(s=1,2,…,n) 
来 确定 。 假 设 系统 动能 已 知 ,并 表示 为 一 般 形式 


1 ç 
T=A,(q,t)q,q, +B,(q,t)q.+T,(q,t) (s,k=1,2,.-.,n) 


系统 的 运动 微分 方程 有 如 下 形式 , 即 
d aT aT 
аә 89-9 (ЕТ) (2.4.1) 


其 展开 式 为 
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ав, _әВ\. _ӘВ, ӘТ, ӘА,. 
(= 24. a” aq, д: * 
(s,k,r = 1,2,+++,n) 


Aud. =- [k,r;s]q,q, + 


其 中 
ад 34, _ дА, 
94, э, 94, 


为 动能 系数 А„ 98—26 Christoffel 记号 。 于 是 ,可 解 出 所 有 广义 
加 速度 


[k,r;s] => 


is = [- Derili + (2 a 


(1,s,k,r = 1,2,+‚п) (2.4.2) 
假设 系统 有 一 个 第 一 积分 
@=0(9,9,t) = 常数 (2.4.3) 
将 其 对 时 间 上 求 导 数 ,得 到 
agit + e + SP = 0 (Lk = 1,2,-+-,n) 


将 式 (2.4.2) 代入 上 式 ,消去 9. ,得 到 


Ay dw ðw- gw dw Ay .. 
дым + hae -[k,r;s + 
A aa дд at aq, АЛ [ 14,4 


ав, ӘВ,\. ӘТ, ӘВ, ƏA,. 
[бй т) “де, cee Brat a} =0 
(1,s,k,r=1,2,---,n) (2.4.4) 
将 此 式 简 写成 
а,(4,4,1) 0, +6(q,g,t) =0 (s=1,2,-. n) (2.4.5) 
其 中 
53 


_д0. ‚дә, dw Au 


w зиз 
Е orl [k,r;s]q,q, + 


他 B ат, _аВ, aA, 


г £ 0 1,k=1,2,-- 
да, 94, q a at at a} (5,1, ‚2,-* п) 


现在 假设 广义 力 Q (s =1,2, ---,п) 不 依赖 于 4。 关系 式 
(2.4.5) 对 出 现 于 其 中 任意 独立 的 量 ,应 是 一 个 恒等式 。 因 此 , 它 
对 任意 一 个 на 2, --- n) 的 偏 导数 应 等 于 零 。 于 是 ,得 到 


у Sa. К ый ЕТ) (2.4.6) 
д4, д4, 


解 方程 组 (2. 4. 6) , 便 有 可 能 求 出 广义 力 Q,。 于 是 有 以 下 命题 。 
命题 1 若 已 知 完整 系统 式 (2.4.1) 的 结构 ,但 不 知道 广义 力 
Q,。 假 设 Q, 不 依赖 于 广义 速度 。 当 已 知 第 一 积分 式 (2.4:3) 时 ， 
系统 的 广义 力 由 式 (2.4. 6) 来 确定 。 
命题 1 称 为 Bertrand 定理 。 根 据 这 个 定理 ,只 要 给 出 一 个 第 
一 积分 ,在 确定 的 条 件 下 就 足以 求 得 广义 力 。 


2.4.2 Bertrand 定理 的 一 个 推广 


命题 1 中 已 知 的 积分 是 第 一 积分 , 即 式 (2. 4.3) 中 的 常数 是 
任意 常数 。 下 面 将 Bertrand 定理 推广 到 积分 为 特殊 积分 的 情形 。 
假设 方程 组 (2. 4. 1) 有 一 个 特殊 积分 
@(q,q,t) =a (2.4.7) 
式 中 :a 为 某 固定 常数 。 将 式 (2.4.7) 对: 求 导 数 并 引进 Epyrz 
函数 Ф, MAT 
до · ðw- 


二 


agit! * a, = = @(q,q,t) (l,k = 1,2,--+,n) 


(2.4.8) 
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其 中 Еругин 函数 Ф 除去 集合 
2\49,4,t\@(9,q,t) =a} 
之 外 处 处 任意 ,而 在 2 上 变 为 零 。 类 似 于 式 (2. 4.5) ,此 时 有 
а,(4,4,1) 0, +5(4,4,1) -Ф(4,4,1) =0 (ғ=1,2,---,п) 
(2.4.9) 
假设 广义 力 0, 不 依赖 于 9。 关 系 式 (2. 4.9) 对 出 现 于 其 中 任 
意 独 立 的 量 ,应 是 一 个 恒等式 。 因 此 , 它 对 任意 一 个 q, 的 偏 导数 
应 等 于 零 。 于 是 ,得 到 
9, +86 Фо (hss1,2,.. WA (22440) 
94, 94, 99, 
解 代数 方程 组 (2. 4. 10) , 便 有 可 能 确定 广义 力 0,。 于 是 有 以 下 
命题 。 
命题 2 若 已 知 完整 系统 式 (2.4.1) 的 结构 ,但 不 知道 广义 力 
Q,。 假 设 广义 力 不 依 赖 于 广义 速度 。 当 已 知 积分 为 特殊 积分 式 
(2.4.7) 时 ;广义 力 Q, 由 方程 式 (2. 4. 10) 确 定 。 
上 述 命 题 2 已 由 参考 文献 [2] 给 出 , 它 是 Bertrand 定理 的 一 个 
推广 。 


2.4.3 Ж 
已 知 三 自由 度 完整 系统 的 动能 为 
T= (qi +a +a) (2.4.11) 
系统 有 一 个 第 一 积分 
оа) +44, (2.4.12) 


试用 Bertrand 定理 求 广义 力 0, ‚0, 0, 
由 式 (2.4. 11) 可 知 
A=1,An =А» =Ay =1,Ay =A, =As =0 
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因此 ,有 
Au ðw Ап до 


=== -Ш=4, 


а, = 2,03 = 4s 
Ь=44 +442 
式 (2.4.5) 给 出 
4,0, +450, +430, +99 +99=0 (2.4.13) 
式 (2.4.6) 给 出 
0, +q, =0,Q, +4, =0,Q, =0 
于 是 ,有 
Q=-qyo=-q0=0 (2.4. 14) 


2.5 Noether 对 称 性 与 动力 学 逆 问 题 


1918 年 德国 数学 家 Noether 发 表 著 名 论文 Invariante Varia- 
tionsprobleme'®) (不 变 变 分 问题 ) 。 文 中 所 提出 的 理论 称 为 Noether 
对 称 性 理论 。20 世纪 70 年 代 以 来 , Vujanovic、Diukic、Bahar 等 研 
究 了 非 保 守 系 统 的 Noether ХЕ", FEF IE Xi Mt BRE 
研究 了 非 完 整 系统 的 Noether RPE?) 。 参 考 文献 [12,13] BF 
究 了 Birkhoff 系统 的 Noether 理论 。Noether 对 称 性 是 一 类 作用 量 
在 无 限 小 变换 下 的 一 种 不 变性 。 如 果 作 用 量 是 Hamilton 的 ,可 研 
究 完 整 和 非 完 整 系统 的 Noether 对 称 性 ; 如果 作用 量 是 Pfaff 的 , 则 
可 研究 Birkhoff 系统 的 Noether 对 称 性 。 

本 节 研 究 完整 力学 系统 的 Noether 对 称 性 以 及 与 其 相关 的 动 
力学 逆 问 题 ,包括 Noether 定理 与 Killing 方程 .Noether wi we BE, 以 
Reh FB ANGE MES 
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2.5.1 Noether £325 Killing 方程 
引进 时 间 和 坐标 的 无 限 小 变换 


1 =t+At 
(2.5.1) 
q; (t° ) =q,(t) +44, (s=1,2,.…,n) 
或 其 展开 式 
Ж =ї+в&(1,4,4) 
| (2.5.2) 
4, (t°) =q,(t) +вё,(1,4,4) 
式 中 :es 为 无 限 小 参数 ;如 Е, 为 无 限 小 生成 元 。 积 分 
os [гай (2.5.3) 


称 为 Hamilton 作用 量 。Hamilton 作用 量 的 非 等 时 变 分 的 基本 公 
RA 


эз = [z 10м) +2 ла Aq, + 22а 


(з = ных (2.5.4) 

或 

ss- felile HE) (E -4 HEj 

(2.5.5) 

其 中 
£ =E dé (2.5.6) 

如 果 对 无 限 小 变换 始终 成 立 

AS =0 (2.5.7) 


则 称 无 限 小 变换 为 Noether 意义 下 的 对 称 变换 。 此 时 ,Noether 等 式 
成 立 
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Uh + Fido + e + SCE, made) =0 (sn) 
(2.5.8) 
如 果 成 立 


AS = - (Абу) (2.5.9) 


SEP G, = С,(1,4,4) , 则 称 变换 式 (2. 5. 1) 为 Noether 意 义 下 的 准 
对 称 变换 。 此 时 ,Noether 等 式 成 立 


Uh + Sebo + ОФ made) + Gy =O. G = 1,240) 
(2.5.10) 

如 果 成 立 
AS =- (80а) + 0,54, |a: (2.5.11) 


Ат: 0,54, 为 系统 非 势 力 的 虚 功 之 和 , 则 称 变换 式 (2.5.1) 为 
Noether 意义 下 的 广义 准 对 称 变换 。 此 时 ,Noether 等 式 成 立 
Lto +e, +e FA -4,&) + 
0,(,-9,,) +Gy=0 (5=1,2,---,п) 
(2.5.12) 
展开 Noether 等 式 (2. 5. 8) ,分 开 含 g, MAE q, 的 项 , 令 其 为 
零 ,得 到 Killing 方程 


aL, | ab 1-9 д& 96%. aL (95, ə- \_ 
are А 3) | at аи) Кы at АЛ ыы 


ti 
Ен о (a STE Fy 2:5 13) 
99. 194, 99, д4, 
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类 似 地 ,由 式 (2. 5. 10) „5Җ (2. 5. 12) 得 到 广义 Killing 方程 


te, a. п-ва), 


99, 
aL | а, _ ðé, . ) абу ӘС. 
p P эы = q, 

aq,\ ðt 99, ðt дф 


(L-2; Jé aL 86, _ _ дб» 
дд, /gg дд, д4, д4, 


(k,s =1,2,---,n) 


(2. 5. 14) 
以 及 


Ble a(r- Ha в), 


bide, 


ag,\ at “д, an) +006, ~ 460) = 7а 


с 
(2-24, Ke МЕ РИТ ИИ, 
q, 


д4, ғай д, aq: 
(245.15) 
利用 Noether 等 式 或 Killing 方程 可 以 找到 Noether 对 称 变换 、 
准 对 称 变换 ,以 及 广义 准 对 称 变换 的 生成 元 £, é, 和 规范 函数 Cw。 
如 果 一 个 有 个 自由 度 的 完整 力学 系统 的 运动 微分 方程 有 如 
下 形式 , 即 


< SZ. SZ шу (s5=1,2,++,n) (2.5.16) 


则 系统 称 为 Lagrange 系统 。 完 整 保守 系统 ,广义 力 有 广义 势 的 系 
Bi Lagrange 力学 逆 问 题 系统 等 都 是 Lagrange 系统 。 
一 般 完整 力学 系统 的 运动 方程 表示 为 
dab ab _ ARK 
ТЕЛӘР: (s=1,2¢ sn) (2.5.17) 
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完整 力学 系统 的 Noether 定理 可 表 为 如 下 六 个 命题 。 
命题 1 如果 无 限 小 变换 式 (2.5.2) 是 Lagrange 系统 式 
(2. 5. 16) 的 对 称 变换 , 则 系统 存在 Noether 守恒 量 


ae -常数 (2.5.18) 
94, 


Ty = L£ + 


命题 2 ”如 果 无 限 小 变换 式 (2.5.2) 是 Lagrange 系统 式 
(2.5. 16) 的 准 对 称 变换 , 则 系统 存在 Noether 守恒 量 


Iy =é, + ŽE, + C, = 常数 (2.5.19) 
q, 


命题 3 如果 无 限 小 变换 式 (2.5.2) 是 一 般 完整 系统 式 
(2.5.17) 的 广义 准 对 称 变换 , 则 系统 存在 Noether 守恒 量 式 
(2.5.19). 

命题 4 如 果 无 限 小 变换 的 生成 元 EE, 满足 Killing 方程 式 
(2.5.13), 则 Lagrange 系统 式 (2.5.16) 存 在 Noether 守恒 量 式 
(2.5.18), 

命题 5 WSB J AE HE ALTE & £, 和 规范 函数 Cy 满足 
广义 Killing 方程 式 (2.5. 14) , 则 Lagrange 系统 式 (2.5. 16) 存 在 
Noether 守恒 量 式 (2.5.19) 。 

命题 6 如 果 无 限 小 变换 的 生成 元 6 \t, 和 规范 函数 Cy 满足 
广义 Killing 方程 式 (2.5. 15), 则 一 般 完整 系统 式 (2.5.16) 存 在 
Noether 守恒 量 式 (2. 5. 19), 

利用 命题 1 2 或 命题 4.5 ,在 已 知 Lagrange 函数 工 下 ,可 求 得 
Noether 对 称 性 的 生成 元 ,以 及 规范 函数 G, ,进而 求 得 系统 的 
Noether 守恒 量 。 利 用 命题 3 或 命题 6, 在 已 知 Lagrange Ж L AI 
广义 力 Q, 下 ,可 求 得 一 般 完整 系统 Noether 对 称 性 的 生成 元 Е, 
以 及 规范 函数 Cy ,进而 求 得 Noether 守恒 量 。 


2.5.2 Noether 逆 定 理 


上 面 的 命题 1 ~ 命题 6 是 Noether 定理 的 表述 ,它们 是 指 由 
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Noether 对 称 性 来 求 得 Noether 守恒 量 。 守 恒 量 是 第 一 积分 ,也 叫 
运动 常数 。Noether 逆 定 理 是 指 由 积分 来 求 得 Noether 对 称 性 。 
对 于 Lagrange 系统 , 如 果 已 知 系统 的 第 一 积分 , 便 可 由 
Noether 逆 定 理 找到 相应 的 对 称 变换 或 准 对 称 变换 。 有 如 下 
结果 中 。 
命题 7 如 果 已 知 Lagrange 系统 的 -个 线性 独立 的 第 一 积分 
1,9,4) =С„ («=1,2,<,г) (2. 5. 20) 


那么 ,由 式 (2.5.2) 以 及 


=, (2.5.21) 
94, 
1р ді 
&=7(" zE) (2.5.22) 
确定 的 唯一 无 限 小 变换 是 系统 的 对 称 变换 ,这 里 
в (2.5.23) 
99,99, 


命题 8 如果 已 知 Lagrange 系统 的 7 个 线性 独立 的 第 一 积分 
式 (2.5.20) ,那么 由 式 (2.5.2) \ 式 (2.5.21) 以 及 


= т(Г-кЄ-®) (2. 5.24) 


确定 的 无 限 小 变换 是 系统 的 准 对 称 变换 。 
对 一 般 完整 系统 ,有 以 下 命题 。 
命题 9 如 果 已 知 一 般 完整 系统 式 (2. 5. 17) 的 r 个 线性 独立 
的 第 一 积分 式 (2.5.20) ,那么 系统 存在 由 式 (2.5.2)、 式 
(2.5.21) \ 式 (2.5.24) 确 定 的 无 限 小 变换 是 系统 的 广义 准 对 称 
变换 。 


2.5.3 与 Noether 对 称 性 相关 的 逆 问 题 


对 于 Lagrange 系统 提出 如 下 逆 问 题 :根据 形 如 
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@(q,q,t) =C (2.5.25) 
的 给 定 运 动 性 质 以 及 Killing 方程 来 构造 Lagrange 函数 以 及 无 限 
小 变换 的 生成 元 &\é&, 和 规范 函数 Cv。 

对 于 一 般 完 整 系统 提出 如 下 逆 问 题 :根据 给 定 运动 性 质 式 
(2.5.25) 以 及 Killing 方程 来 构造 系统 的 Lagrange 函数 和 广义 力 
以 及 无 限 小 变换 的 生成 元 £, 志 和 规范 函数 Cv。 

为 解 上 述 逆 问题 ,首先 取 积分 式 (2. 5. 25) X Noether 守恒 
量 , 即 


& + EE +G, =e(q,4.D (2.5.26) 
qs 


然后 按 式 (2. 5. 21) IÈ (2. 5. 24) # sy #E RIG £, €, 与 Lagrange P 
数 工 以 及 规范 函数 Cy 之 间 的 关系 式 。 最 后 ,利用 Noether 等 式 或 
Killing 方程 组 成 关于 Lagrange BAL 的 偏 微分 方程 组 。 容 易 看 
出 , 逆 问 题 的 解 是 一 个 解 集 。 


2.5.4 В] 
例 1 单 自由 度 Lagrange 系统 有 一 个 第 一 积分 
о (найн) = 常数 (2. 5.27) 
试 确定 系统 的 Lagrange 函数 工 以 及 无 限 小 变换 的 生成 元 £ £ Fil 
规范 函数 Gyo 
假设 待 求 Lagrange 函数 有 如 下 形式 , 即 
1=ф(1) 4 +U(t,q) (2. 5. 28) 
并 设 无 限 小 生成 元 有 如 下 形式 , 即 
£ =&(ї,4),ё=ё(‚д) 
Killing 方程 式 (2. 5. 13) А 
(Cee 
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- (98 | 96 -\ 3 
29 102 +3) =0 (2.5.29) 


由 式 (2. 5.29) H q 的 各 阶 系数 为 零 ,得 到 


(2.5.30) 


由 第 二 个 、 第 四 个 方程 得 知 
£ =&(),#&=ё(4) (2.5.31) 
式 (2.5.26) 给 出 


. ` . 2 . . 
(p99 +U) +29 q(£ - qÉ) + Gy = E +qqtt 7) 


(2.5.32) 


取 
Gy =0 (2.5.33) 
则 有 


(фа +U)& +29 408-46) = - > 3% ++) 
比较 q AKERA, АНН 
Ug, +60 =0 


2 
20 +59 =0 (2.5.34) 


Ф, 55-0 
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方程 式 (2. 5. 30) ` 式 (2.5.34) 有 如 下 解 , 即 


== -二 gp = 十 20= -二 245 (2.5.35) 


2 
于 是 ,得 到 一 个 可 能 的 Lagrange 函数 
-5(#-40') (2. 5. 36) 
与 此 系统 相应 的 方程 就 是 Emden 方程 。 
例 2 已 知 二 自由 度 非 保守 系统 的 一 个 积分 
w=q -q = 常数 (2. 5. 37) 


试 利用 Noether 对 称 性 求 系统 的 Lagrange 函数 工 ,广义 力 0,0, 以 
及 无 限 小 变换 的 生成 元 名 后 Е, 和 规范 函数 Cro 
式 (2.5.21) 给 出 


= ðw 
é sh +690. =}, 


ША 
РУ (2.5.38) 
é, =h, 22 hay йе =Ë, 
да, 94 
式 (2.5.26) 给 出 
и, (2.5.39) 
1 2 
取 
hy, =0,й,, =} (2. 5. 40) 
则 有 
& =0,2, =1 
不 妨 取 
ё =é =0,6 =1 (25:41) 


将 其 代入 式 (2. 5. 39) ,得 
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FEN +Gy=92-% 

取 

Gy = -qı 
则 有 

ðL _. 

Е 92 

942 
积分 得 


1. р 
=: th h4) 


Killing 方程 式 (2. 5. 15) 给 出 


20,4 
考虑 到 式 (2. 5.43) ,有 

2.0, = 
取 

0; = 

则 

f=f(q1,q1) 
于 是 ,Lagrange 函数 的 集合 为 


1 У 
=> +/(4:, 91) 


Hy SK (2. 5.45) „зҖ (2. 5. 44) 给 出 的 运动 微分 方程 为 


42 = 4 

df of 
Wie ae = Q, 
aq, 94 


(2.5.42) 


(2.5.43) 


(2. 5. 44) 


(2. 5.45) 


(2. 5. 46) 
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为 最 终 求 得 和 Q, 尚 需 补 充 另 一 个 积分 。 设 这 个 积分 为 


w = q) expt — q, expt = 常数 
将 式 (2. 5.47) 对 + 求 导数 ,得 到 
qı -gq=0 


将 式 (2. 5. 48) 与 式 (2. 5. 46) 第 二 个 方程 对 比 ,可 求 得 


1.4931 
= 9 tq Q =0 


这 样 ,可 取 


1 Smet Й А 
L= (91 +4) +5 4,0, =0,0, =, 


与 此 系统 相应 的 方程 就 是 著名 的 Whittaker 方程 。 


例 3 已 知 二 自由 度 完整 系统 的 一 个 积分 
w=42 -bt q, + bq, = 常数 


(2.5.47) 


(2. 5.48, 


(2. 5. 49) 


(2.5.50) 


(2.5.51) 


HEP b 为 常数 ,试用 Noether 对 称 性 确定 系统 的 Lagrange 函数 L, 
T XH 0, .0, 以 及 无 限 小 变换 的 生成 元 恕 séi ,ё› 和 规范 函数 Gyo 


式 (2.5.21) 给 出 
& =hy( _ bt) thy 


£ =Ñ, ( - bi) +Ë, 


取 

hy =hy=1, Ё„=Ё„=0 
不 妨 取 

&=0, ë= - bh, &=1 
(2. 5. 26) H 


ðL 
д4\ 
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(2.5.52) 


(2. 5. 53) 


ЭЕ... Q) жр + Gy = aa h + (2.5.54) 
2 


PLAE 
L= (41 +4), Gy=bq (2.5.55) 


Killing 方程 式 (2. 5. 15 ) 给 出 
Qi( - bt) +0, =0 (2. 5. 56) 
BORE, IÑ (2. 5. 53 ) | IÑ (2. 5. 55) ‚Җ (2. 5. 56 ) 就 是 逆 问题 的 一 


种 解 。 
为 最 终 求 得 广义 力 Q, 和 Q;, 尚 需 补充 一 个 积分 ,例如 


w=q, + bt qa — bq, +1 = HR (2.5.57) 
对 其 求 导数 ,得 到 
qı + btq, +1 = 0 
即 
0, +220, +1=0 (2. 5.58) 
HK (2. 5. 56) \ 式 (2. 5. 58) ,最 终 得 到 
0, ла 0; = Hs (2. 5. 59) 


2.6 Hamilton - Jacobi 方法 与 
动力 学 逆 问 题 
正则 变换 是 一 种 积分 方法 。 正 则 变换 ,特别 是 Jacobi 定理 中 
建立 的 第 一 积分 ,可 用 于 解 动力 学 逆 问 题 。 
2.6.1 正则 方程 与 Hamilton - Jacobi 方法 


Hamilton 正则 方程 有 如 下 形式 , 即 


хот, 03а) ВР уд. 
а. бру В.е Ti, (2512,08) (2.6.1) 
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式 中 :gq р HEWER, DIA LER ЖШН =Н(а,р, 
2) М Hamilton 函数 。 正 则 方程 式 (2. 6. 1) 的 求解 归结 为 求解 Ham- 
Шоп - Jacobi 方程 


PAG а, A =0 (2.6.2) 


的 完全 积分 。 与 此 相关 的 动力 学 正 问题 是 指 ,由 给 定 的 Hamilton 
函数 且 , 通 过 求 方程 式 (2. 6. 2) 的 完全 积分 来 求 运动 规律 。 


2.6.2 Hamilton 函数 的 确定 


提出 如 下 逆 问 题 :给 定 力学 系统 的 运动 性 质 
@,(q,p.t) =C, (и=1,2,--,‚,т;т<п) (2.6.3) 
其 中 必 在 tt ИЖ G| q p| PAR ЕВЕ ИЖ АВЕ Е 
条 件 
(о, ,0,) =O (ш,»=1,2‚,+,т) (2.6.4) 
这 里 ( , ) Ж Poisson 括号 ,而 


rank | “) = i (2.6.5) 


要 求 组 建 正则 方程 式 (2. 6. 1) ,使 得 按 给 定性 质 式 (2. 6. 3) 的 运动 
是 系统 的 一 个 可 能 的 运动 ?1。 
所 提问 题 归结 为 按 给 定 的 运动 性 质 式 (2. 6. 3) 来 寻求 系统 的 
Hamilton 函数 。 
研究 m = n 的 情形 。 由 假设 式 (2. 6.5) ,可 由 式 (2.6.3) 解 出 
全 部 广义 动量 p,(s =1,2,…,n) , 记 作 
P.=,(q,t,C) (2. 6.6) 
此 时 ,有 5 
(р, 一 WP 一 办) =0 (s,k=1,2,.-.,n) (2. 6.7) 
因此 
68 


Faget (hls) (2.6.8) 
ЖЖЖ © = Ф(а н ,С) , 它 满足 偏 微分 方程 
220, (:21,2,--.,а) (2.6.9) 


考虑 到 条 件 式 (2. 6.8) , 则 方程 式 (2. 6. 9) 的 解 可 表示 为 
Ф = [Сааса С) аа, - fü,C) 
4 


(k = 1,2,-++,n) (2. 6. 10) 


式 中 :f(1,C) 为 任意 连续 、 可 微 函数 ;qi(k=1,2,…,n) 为 任意 固定 
常数 。 由 式 (2.6.5) \ 式 (2.6.6) 得 


Е. а 
Ея К sc) 0 (2.6.11) 
НН (2. 6.10), # 
= -WCs 4, tC) —Wo(t,C) (k=1,2,.,n) 
(2.6.12) 
其 中 
әсе, a sys" q, t, C 
Ж,(4,,""",9,,1,6) =-f" Wr gis „Ч ы I ад, 
м 
(2. 6. 13) 
№(,С) = 800) (2.6.14) 


等 式 (2. 6. 12) 右 端 中 的 C H o( 9.0.50) КОХ: 
端 ,得 到 对 Ф 的 偏 微分 方程 
PALACE EE CERA) + 
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(1.4.1.55) =0 (k=1,2,---,n) 


(2. 6. 15) 
所 得 方程 式 (2. 6. 15) 可 作为 Hamilton - Jacobi 方程 来 研究 。 根 据 


其 构造 方法 ,函数 Ф 乃 是 这 个 方程 的 完全 积分 。 据 Jacobi 定理 ， 
由 式 (2. 6.6) \ 式 (2. 6.9) 可 知 ,正则 方程 式 (2. 6. 1) 的 带 函 数 


H(q,p,t) = PO. 
ðt C=w(qp,t) 
j ай,(й а С) aa i 
е at C= 4,7,1) 
(k = 1,2,+++,n) (2. 6. 16) 
的 解 满足 关系 式 (2. 6.3) 。 于 是 , 求 得 的 函数 式 (2. 6. 16) 就 是 待 
求 的 Hamilton 函数 。 


对 于 1<m <n 的 情形 ,可 对 等 式 (2. 6. 3 ) 补 充 一 些 任意 关系 
®һзА(4›р.1) = Con(g,Pit) =C, (2.6.17) 
以 使 满足 条 件 式 (2.6.4)、 式 (2.6.5)。 因 此 ,可 变 为 m=n 的 
情形 。 
2.6.3 算 例 
研究 杆 沿 光滑 平面 的 运动 ,平面 以 角速度 o 绕 平面 内 的 水 平 
轴 转 动 。 杆 的 运动 性 质 为 加 
w =p, = С, 
0. w =exp(ot)[p, oq; = 5, (sina - созш) =Q; 
2 1⁄2 
и. = [Ë - etsin, =G, 
(2.6.18) 
RH :qi 4, 为 杆子 质心 的 坐标 ; 轴 Oq, 和 Oq, 与 水 平面 固 联 , 且 轴 
Оа, 在 动 的 水 平 轴 上 ,而 轴 Oq, 在 水 平面 下 并 与 之 成 角 wt;g; 为 杆 
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子 与 轴 Oq, 的 夹 角 ;Mk 为 杆子 对 过 质心 垂直 于 杆 的 惯性 矩 ;P、 
р» рэ 为 对 应 于 坐标 qi aqo q, 的 广义 动量 ;g 为 重力 加 速度 。 求 杆 
子 按 已 知性 质 而 运动 的 Hamilton 函数 H。 
系统 的 运动 性 质 式 (2. 6. 18) 作为 杆子 运动 方程 的 第 一 积分 
来 研究 , 且 满 足 条 件 式 (2. 6.4)。 由 积分 式 (2. 6. 18) ЖЕ р, р. 
p| f 
р = 内 =C) 


px =» = C,exp( — at) + (вия —совш) (2.6.19) 
© 


ps = фз = (С + Po? sin?°q, ) 2 


方程 式 (2. 6. 9) 给 出 


9Ф _ 


=C,exp( — ot) +q +. (sino — coswt) (2.6.20) 
9q; 2w 


ap é ав ал 
—=k(C, + Ко 
ЭФ оС Рагна) 


方程 式 (2. 6. 20) 的 解 写成 


1 
Ф = Са, + ъ®@ + а [ С,ехр( sR) [айо сово) | + 
2w 


3 
ВИС: tK asing) dg, —f(t,C,,G,,C;)., (2.6.21) 
s 


由 此 得 

=| — C,wexp( – wt) + (cose + тим) | BOG G 62 
(2.6.22) 

式 (2. 6. 16) 给 出 

Н(ары)=-бу| = 


71 


af(t,C, ,C,,C;) 
ðt 


ЖЫ 


Г? -oq — 5 (sina — созш) -E (coset +sinax) ] 


即 
H(q,p,t) EE) á —@°4; + өр ~ gqoSinot 
(2. 6. 23) 
特别 地 ,如 果 
аКе,С,,С,,С,) _1 


pn > + C3 + [ С,ехр( -ол) + 


g р 2 
(пам - cosa) | } (2.6.24) 
那么 , 式 (2. 6. 23) RA 
2 
H(q,p,t) => (Pi +p +B) = 
1 


F092 - FH sin wt -gq2sinwt (2.6.25) 


2.7 Poisson 方法 与 动力 学 逆 问 题 


Poisson 方法 是 积分 Hamilton 正则 方程 的 一 种 有 效 方法 ,包括 
对 第 一 积分 的 Poisson 条 件 , 不 处 于 相互 内 旋 的 两 个 积分 的 Pois- 
son 括号 也 是 积分 的 Poisson 定理 等 。 本 节 研 究 Poisson 方法 以 及 
与 其 相关 的 动力 学 逆 问 题 。 


2.7.1 Poisson 方法 


完整 保守 系统 的 正则 方程 为 
eee (ана) (2.7.1) 
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而 非 保守 系统 的 正则 方程 有 如 下 形式 , 即 
ӘН 


4. = эр: = -E Aap, t) (2.7.2) 
其 中 б, 为 正则 变量 表示 的 非 势 广义 力 
0,(9.р,1) =,(4,4(4,P,t) t) (2.7.3) 


引进 两 个 函数 F, ‚Е, 的 Poisson 括号 
iiss Se aq, (s=1,2,-+,n) (2.7.4) 
对 方程 式 (2.7.1) ,1=1(q,p,t) 是 第 一 积分 的 充分 必要 条 件 为 


al 
э * ОН) =0 (2.7.5) 
对 方程 式 (2.7.2) ,T=1(q,p,!) 是 第 一 积分 的 充分 必要 条 件 为 
a+ (14H) +210, =0 (s=1,2,+,n) (2.7.6) 


式 (2.7.5) IÑ (2. 7. 6) ЖЖ Poisson 条 件 。 

与 Poisson 条 件 式 (2.7.5) 相 关 的 正 问题 是 指 ,在 已 知 系统 的 
Hamilton 函数 有 H 下 ,用 式 (2.7.5) 来 判断 或 确定 积分 [。 与 Poisson 
条 件 式 (2.7.6) 相 关 的 正 问题 是 指 ,在 已 知 系统 的 Hamilton 函数 


н XH 0 下 ,用 式 (2.7.6) 来 判断 或 求 得 积分 1。 
2.7.2 与 Poisson 方法 相关 的 动力 学 逆 问 题 
利用 正则 方程 第 一 积分 的 Poisson 条 件 式 (2.7.5)、 式 
(2.7.6) ,可 解 一 些 动力 学 逆 问 题 。 例 如 ,根据 运动 方程 的 给 定 积 
分 来 构造 Hamilton 函数 五 的 集合 ,以 及 根据 力学 系统 在 势力 场 中 
运动 的 给 定性 质 来 确定 力 函 数 的 可 能 结构 已 。 
与 Poisson 方法 相关 的 逆 问 题 提 法 如 下 :已 知 独立 积分 的 总 合 
o,(q,p,t) =C, (ш=1,2,---,т<п) (057.7) 
73 


根据 Poisson 条 件 式 (2.7.5) 来 求 得 Hamilton 函数 H, 
为 解 上 述 逆 问题 , 令 1, =w ,Poisson 条 件 式 (2.7.5) 成 为 


SA+ (ш,,Н) =0 (p=1,2, mn) (2.7.8) 


解 偏 微分 方程 组 (2. 7. 8) 就 可 确定 待 求 的 Hamilton 函数 万。 由 方 
程式 (2.7. 8) 来 求 Hamilton 函数 万 ,一 般 说 没有 单一 解 。 因 此 , 常 
常 通过 施加 一 些 补充 条 件 来 求解 ,或 者 仅 求 方程 的 特 解 。 

与 Poisson 方法 相关 的 逆 问 题 还 有 如 下 提 法 : 按 给 定 运动 性 质 
式 (2.7.7) 来 构造 势力 场 。 

为 解 上 述 北 问题 ， 将 系统 的 Hamilton 函数 H RR H A РЕ 
式 , 即 

H=T(q,p) - U(q) (2.7.9) 

式 中 :7 为 系统 的 动能 ;U(q) 为 待 求 力 函数 。 此 时 ,Poisson 条 件 式 
(2.7.8) 成 为 


ðw, 
Ее (,,Т) -(@,,U) =0 (w=1,2,+++,m<n) 


(2.7.10) 
由 此 可 求 得 力 函数 U, 
对 一 般 完整 系统 ,与 Poisson 条 件 相 关 的 动力 学 逆 问 题 有 如 下 
提 法 :根据 已 知 运动 性 质 式 (2.7.7) 来 确定 系统 的 Hamilton 函数 
НЕХ Q, 
为 解 上 述 逆 问题 , 令 L =w, ,Poisson 条 件 式 (2.7.6) 给 出 


до, 
= + (@,, D+ =0 (м=1,2,---,т<п;5 =1,2,.…,n) 


(27.11) 


由 此 有 可 能 求 得 及 和 Q,。 这 类 逆 问 题 也 没有 单一 解 。 
对 完整 保守 系统 和 一 般 完整 非 保守 系统 ,与 Poisson 条 件 相关 
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的 动力 学 逆 问题 的 解 都 归结 为 求解 偏 微分 方程 或 求解 偏 微分 方 


程 组 。 
2.7.3 Bil 
例 1 已 知 单 自 由 度 Lagrange 系统 有 积分 
= 二 +p + = 常数 (2:7. 
试 求 系统 的 Hamilton 函数 Hç 
在 此 情形 ,方程 式 (2.7. 8) 给 出 
zee -3 aa?" + (29° +>) - (54+ т?) = 
(2.7. 
如 果 要 求 
ЭН_Р. 
5 (2.7. 
并 设 
4 +40 (2.7. 
将 式 (2.7. 14) RAZR (2. 7. 13 ) 并 注意 到 式 (2.7. 15) ,得 到 
ante (2:7. 
积分 得 
н=- Éq +P(p,t) (2.7. 
由 式 (2:7. 14) ‚з (2.7. 17) 48 
P(p,t) = (2.7. 


于 是 ,有 特 解 


12) 


13) 


14) 


15) 


16) 


17) 


18) 
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1 2 1 26 
Н= р? +—t 2.7.19 
wf t et? ( ) 


如 果 将 此 问题 当 作 一 般 完整 系统 来 研究 , 则 式 (2.7. 11) 给 出 
(到 + ort (rg +тур)@=о (2.7.20) 


取 Hamilton 函数 为 


Has (2.7.21) 
SW Ha (2. 7. 20) 求 得 非 势 广 义 力 为 
ð= -rg’ (2.7.22) 
例 2 已 知 二 自由 度 完整 系统 有 两 个 积分 
@ =P, +4 =C; 


(2.7.23) 
wz = -P2 - (Pi +4): = С, 


试用 Poisson 方法 求 系统 的 Hamilton RAR H RIERS LAO, ‚0, 
式 (2.7.11) 给 出 


ore 
— (Py +42) +90008 598.198 бу - 0, =0 
ВН (2.7.24) 
H=4(pi +h) +74 (2.7.25) 
则 由 式 (2.7. 24) Ж 
@ = -р,,0, =0 (2.7.26) 
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式 (2.7.25) ` 式 (2.7.26) 是 逆 问 题 的 一 个 特 解 。 
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第 3 章 ， 运 动 控制 理论 中 的 逆 问 题 


本 章 涉及 构造 稳定 系统 问题 的 提 法 和 解法 ,以 及 规划 运动 系 
统 构造 问题 的 提 法 和 解法 。 

稳定 力学 系统 的 解析 构造 问题 是 经 典 动 力学 逆 问题 之 一 。 这 
就 是 要 确定 系统 参数 和 作用 于 系统 上 的 广义 力 ,使 得 事先 给 定 的 
可 能 运动 (未 扰 运 动 ) , 当 有 初始 常 作 用 和 参数 扰动 时 , 对 某 些 事 
先 指定 的 运动 品质 指标 来 说 是 稳定 的 。 构 造 稳定 系统 的 理论 是 控 
制 力学 系统 运动 的 学 科 领 域 之 一 。 

在 运动 控制 理论 中 ,提出 并 解决 各 种 物理 对 象 和 结构 的 质点 
系 的 解析 构造 问题 ,使 得 在 这 些 系统 中 发 生 的 过 程 满足 事先 提出 
的 要 求 。 过 程 的 给 定性 质 称 为 规划 ,每 个 性 质 称 为 规划 元 ,而 相应 
的 过 程 称 为 系统 的 规划 运动 。 质 点 系 的 规划 运动 ,最 终 要 靠 作用 
在 系统 上 的 补充 控制 力 来 实现 。 这 些 力 或 者 来 自 系 统 外 部 的 另外 
系统 施加 的 ( 开 环 控制 情形 ) ,或 者 由 系统 参数 变化 引起 的 (自治 
控制 情形 ) ,或 者 借助 系统 中 的 特殊 控制 装置 来 实现 的 (闭环 控制 
情形 ) 。 规 划 运 动 系统 的 解析 构造 包括 以 下 内 容 : (1) 确定 加 在 系 
统 上 的 力 , 使 系统 存在 规划 运动 ;(2) 确定 与 给 定 规划 运动 相应 的 
系统 参数 的 变化 规律 ; (3 ) 构造 控制 装置 的 运动 方程 等 。 规 划 运 
动 在 初始 扰动 时 ,对 运动 性 质 本 身 应 该 是 稳定 的 。 因 此 ,在 规划 运 
动 系统 的 解析 构造 问题 中 ,还 应 包括 规划 本 身 实现 问题 ,以 及 确定 
规划 运动 稳定 性 的 充分 条 件 问题 " 。 

近年 新 兴 的 非 完整 运动 规划 (Nonholonomic Motion Planning) , 
使 运动 控制 理论 得 以 进一步 发 展 "] 。 
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3.1 构造 稳定 系统 问题 的 提 法 和 解法 


3.1.1 稳定 性 理论 的 一 些 结论 


1. 基本 概念 
研究 一 个 质点 系 , 它 的 运动 由 下 述 方程 来 描述 , 即 
Fy(qisdieist) =0 (ij =1,2, п) (3.1.1) 
式 中 :4; 为 广义 坐标 ;9; 为 广义 速度 ;9; 为 广义 加 速度 。 假 设 已 知 系 
统 式 (3. 1. 1) 的 一 个 特 解 
q; = @;(t;qo,qo sto) (3.1.2) 
它 满足 初始 条 件 
$; (1590 +40 sto) е = djo 
(3.1.3) 
@(t;qo,qo lo) lisy = djo 
这 个 解 描述 了 系统 与 初始 广义 坐标 ge 和 初始 广义 速度 Ye 相应 的 
一 个 可 能 运动 ,将 此 运动 称 为 未 扰 运 动 。 系 统 所 有 其 他 的 可 能 运 
动 , 称 为 系统 的 扰动 运动 。 系 统 的 未 扰 运动 和 扰动 运动 是 系统 在 
同样 广义 力 和 同样 参数 下 的 可 能 运动 。 未 扰 和 运动 完全 由 确定 的 初 
始 状态 式 (3. 1.3) 引 起 ,而 所 有 扰动 运动 由 不 同 于 式 (3. 1.3) 的 、 
实际 上 是 随机 值 的 初始 状态 而 产生 。 
运动 的 几何 元 和 运动 学 元 ,都 可 作为 品质 指标 ,特别 是 广义 坐 
标 和 广义 速度 。 在 一 般 情形 ,运动 的 品质 指标 可 表示 为 广义 坐标 、 
广义 速度 和 时 间 的 函数 , 记 作 
P.(q,q,t) ($=1,2,---,п) (3.1.4) 
称 此 种 函数 为 比较 函数 。 
研究 未 扰 运 动 式 (3. 1.2) 对 品质 指标 式 (3. 1.4) 的 稳定 性 ,就 
是 研究 这 些 指 标 在 扰动 运动 中 对 未 扰 运 动 中 相应 值 的 偏离 。 为 
此 ,组 成 比较 函数 在 两 种 运动 中 的 差 值 
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x, =Р,(4,4,1) -P,(@,@,t) (з=1,2,+‚п) (3.1.5) 
将 此 差 值 称 为 扰动 。 为 研究 稳定 性 ,首先 组 成 扰动 的 导数 表达 式 
& = 9P.(q,q,t) + 2Р,(4,4,1). S 


S = 
Р 7 РА Н £ 
— деф (Cs 


(316) 


其 次 ,由 此 借助 方程 式 (3. 1.1) 及 扰动 定义 式 (3.1.5) ,消去 变量 
4,4,4 ,因此 导致 扰动 的 微分 方程 组 
x =X(x,t) (3,1,7) 
质点 系 运动 稳定 性 研究 归结 为 一 个 数学 问题 , 即 研究 微分 方程 组 
(3.1.7) 221, 的 行为 。 因 此 , 需 给 出 稳定 性 本 身 概 念 的 数学 
定义 。 
Ляпунов 意义 下 的 稳定 性 概念 如 下 :如 果 对 任 给 的 无 论 多 么 
小 的 正 数 = ,存在 一 个 数 5, 使 得 在 所 有 初始 扰动 (1 = i) 下 满足 
条 件 


y <ô (3.1.8) 
在 所 有 1 > to 成 立 不 等 式 


У а (3.1.9) 
那么 ,未 扰 运 动 式 (3. 1.2) 对 品质 指标 式 (3: 1.4) 是 稳定 的 ; 反 
之 ,运动 是 不 稳定 的 。 如 果 未 扰 运 动 是 稳定 的 , 且 
lim У, 2 =0 (3.1.10) 


: 


那么 ,是 渐 近 稳定 的 。 
由 稳定 性 概念 得 知 ,在 同样 力作 用 下 并 有 同样 参数 值 ,运动 的 
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稳定 或 不 稳定 ,在 一 般 情形 下 依赖 于 未 扰 运 动 式 (3. 1.2) 的 选取 ， 
依赖 于 比较 函数 式 (3. 1.4) 的 选取 ,还 依赖 于 初始 时 刻 的 选取 。 
稳定 性 问题 可 在 各 种 形式 中 提出 ,例如 ,对 完全 给 定 的 系统 提 
出 稳定 性 或 不 稳定 性 问题 ( 系统 稳定 性 分 析 ) ,也 可 提出 完成 具有 
事先 给 定性 质 的 稳定 运动 问题 (规划 运动 ) 。 无 论 怎 样 提 法 ,对 解 
析 解 总 应 事先 构造 :(1) 所 论 系 统 的 运动 方程 式 (3. 1. 1) (系统 的 
数学 模型 ) ;(2) 未 扰 运 动 式 (3. 1.2) ,要 研究 它 的 稳定 性 (运动 方 
程 的 特 解 或 积分 流 形 ); (3) 表示 运动 品质 指标 的 比较 函数 式 
(3.1.4) ,要 对 它 研究 稳定 性 ;(4) 初始 时 刻 ,通常 取 f = 0, 
Ляпунов 提出 了 研究 稳定 性 的 两 种 方法 , 即 Ляпунов 指数 法 
和 Ляпунов 函数 法 。 第 一 种 方法 是 将 扰动 运动 的 非 线性 方程 组 
(3.1.7) 按 相应 扰动 运动 一 次 近似 表示 为 特殊 形式 的 级 数 。 扰 动 
运动 的 非 线 性 方程 组 的 解 的 性 状 由 相应 的 变 系数 线性 方程 组 解 的 
性 状 来 确定 。 线 性 系统 解 的 性 状 可 与 函数 e`” 的 性 状 相 比较 来 研 
究 ,这 里 Ao 为 一 常数 , 称 为 相应 线性 方程 组 解 的 特征 数 。 在 某 域 


ALS 2 <H} (3.1.11) 


上 ,将 方程 式 (3.1.7) 按 扰动 x, ‚х,,---,х„ КЕЛЧИ I WRK, 
其 系数 为 时 间 上 > to 的 有 界 连续 函数 。 因 此 ,扰动 运动 方程 表 为 


x, = pa(t)x, + bX | center А" 
mitma Т +т„>2 


(ks = 1,2,---,n) (3.1.12) 


其 中 т, т, ++ ‚т, 为 自然 数 。 然 后 ,利用 特征 数 的 概念 来 研究 一 
次 近似 方程 


ж, = py(t)x, (k,s = 1,2,---,п) (3. 1.13) 
的 稳定 性 问题 ,并 考虑 到 方程 式 (3. 1.12) 的 所 有 高 阶 项 。 这 个 方 
法 称 为 Ляпунов 指数 法 或 特征 数 法 。 第 二 个 方法 是 按 某 个 专门 的 
函数 V(x,t) 及 其 导数 来 研究 稳定 性 。 按 扰动 运动 方程 式 (3. 1.7) 
取 V 的 导数 为 
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av 
at 
ХА Ляпунов 函数 法 。 

2. 特征 数 法 

假设 已 知 方程 组 (3. 1.13) 解 的 某 个 基础 解 阵 
X = (X(t) ) nxn (3.1.15) 


RP xa) 为 方程 组 的 第 上 个 解 。 分 出 方程 式 (3.1. 13) 的 一 个 解 
组 ,例如 ,zu.(2) ,…,xm(t) ,此 时 数 


чаш тїп] — tim In! x(t) | SF TE In| x(t) |} 


з= t ton t 


V = ОЬ D2 Ура (с р СЭ] 


(3.1.16) 


称 为 方程 组 (3. 1.13) № k 4 ff #B 09 59: E 3k Я, 线性 方程 式 
(3.1.13) 的 基础 解 对 应 n 个 特征 数 xX xa U no 如 果 在 式 
(3.1.16) 中 上 限 有 界 且 与 相应 下 限 重合 , 那么 特征 数 称 为 严格 
的 ,这 时 ,方程 式 (3. 1.13) 第 个 解 的 特征 数 由 极限 

„шт 5001 (з = 1,2,++,n) 


中 的 最 小 者 来 确定 。 方 程式 (3. 1. 13) 解 的 特征 数 总 合 最 终 由 基础 
解 阵 式 (3. 1. 15) 的 选取 而 确定 。 

特征 数 有 如 下 性 质 。 

(1) 方程 组 (3.1.13) 的 所 有 异 于 平凡 解 zx， = 0 的 解 有 有 
限 个 。 

(2) 方程 组 (3.1.13) 不 可 能 有 大 于 п 的 带 有 不 同 特征 数 
的 解 。 

(3) 方程 组 (3.1.13) 解 系 的 特征 数 之 和 满足 不 等 式 


Ex {е в.а} (3.1.17) 


其 中 
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x(ft)) = йш AOL 


Ж PRL f(t) AREER. 

直接 计算 方程 组 (3. 1. 13) 的 特征 数 , 仅 在 找到 了 相应 解 系 式 
(3. 1. 15) 的 极 个 别 情形 才 是 可 能 的 。 但 是 ,在 用 特征 数 法 研究 稳 
定性 问题 时 ,只 需 建立 这 些 数 的 分 布 边界 ,或 只 需 确定 其 符号 。 

下 面 一 些 命题 给 出 特征 数 的 估计 。 

命题 1 如 果 方 程 组 (3. 1. 13) 的 系数 py ETIR 


det(py(t) +Pu(t) ) „к (3. 1. 18) 
的 主 对 角子 式 是 变 号 的 , 且 当 :> 如 时 函数 py, (1) 是 负 的 ,那么 , 系 
统 解 的 特征 数 是 正 的 。 


命题 2 方程 组 (3. 1. 13) 解 的 特征 数 满足 不 等 式 
x{expf «(да x(x) 2 xfexpf вда} (3.1.19) 
to to 
这 里 a(t) ,B(1) 为 方程 


dafa a) W =0 (3.1.20) 
在 所 有 (> 时 的 最 小 与 最 大 根 。 
由 命题 2 得 知 ,为 使 方程 组 (3. 1. 13) 解 的 特征 数 为 正 ,只 要 
х{ехр[` в()4} >0 


在 方程 组 (3. 1.13) 的 系数 满足 某 些 补充 条 件 的 特殊 情形 ,可 
得 到 相应 特征 数 的 精确 边界 ,并 可 由 这 些 系 数 来 计算 特征 数 的 值 。 
因此 有 如 下 命题 。 
命题 3 如果 方 程 组 (3. 1. 13) 的 系数 在 充分 大 值 : > t 满足 
不 等 式 
Pu(t) > P(t) +2(n -1)Q(2) (3.1.21) 
这 里 P(t) = max(p,(t))(s = 2,3,+-,n),Q(t) = max(p,(t))(s, 
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k = 1,2,--- nis # k) ,那么 ,系统 解 的 最 小 特征 数 处 于 下 列 边界 
-imt f (p(t) +(®-1)0()]@ (3.1.22) 
— t to 


= lim +f [рабо - ®- 00(01& (3.1.23) 
to 


命题 4 如 果 方 程 组 (3. 1. 13) 的 系数 在 >to 时 满足 条 件 
limpa (z) =0 (s,k=1,2,---,n3s#k) (3.1.24) 
Ри(#) >р,(1) += ($=2,3--. п) (3.1.25) 
其 中 e 为 某 正常 数 ,那么 方程 组 解 的 最 小 特征 数 等 于 


-ima f pu ea (3.1.26) 


命题 5 如 果 方 程 组 (3. 1. 13) 的 系数 在 >u 时 满足 条 件 
limp, (z) =0 (s,k=1,2,---,n3s#k) (3.1.27) 


Р,-12-1() pst) += (s=2,3,-- n) (3.1.28) 
这 里 = 为 某 正常 数 , 那 么 方程 组 解 的 特征 数 等 于 


= йт Јр, ЕСТУ 


注意 到 ,系数 矩阵 非 对 角 元 素 在 гоо 时 趋 于 零 的 线性 微分 方 
程 组 称 为 几乎 对 角 方程 组 。 在 几乎 对 角 方 程 组 情形 , 当 满 足 条 件 
式 (3.1.28) 时 ,可 直接 计算 出 方程 组 解 的 最 小 特征 数 ,而 允许 得 
到 特征 数 最 广 正 性 条 件 。 

有 时 方程 组 的 特征 数 通 过 另 一 方程 组 的 特征 数 来 估计 。 下 述 
命题 给 出 一 种 可 能 性 。 

命题 6 如果 方程 组 (3. 1. 13) 中 系数 pa(i) 在 1% 时 趋 于 定 
极限 си ,那么 该 方程 组 解 的 特征 数 与 极限 方程 组 解 的 特征 数 相 
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重合 。 
命题 7 常 系数 方程 组 
д, =a,x, (s,k=1,2,--,n3a, = 常数) (3.1.30) 
的 解 的 特征 数 等 于 相应 特征 方程 
D(p) =( -1)"det(a, -6ир)„„„ =0 (3. 1.31) 
的 根 的 实 部 差 一 符号 。 


下 面 研究 规划 方程 组 。 
令 


ш =x{exp] Ў, pat) at} 


o= ум 


则 式 (3. 1.17) 写成 


<, @л.з2) 
如 果 所 论 线性 方程 组 满足 条 件 
7с =, (3; 1. 33) 


则 称 这 个 方程 组 是 规划 的 。 由 此 得 知 ,线性 微分 方程 组 规划 性 的 充 
要 条 件 是 ,存在 解 的 基础 矩阵 ,其 特征 数 满足 等 式 


Хм = х{ехр] Ур. (3.1.34) 
下 面 几 个 命题 给 出 方程 组 规划 性 判 据 。 
命题 8 ”为 使 方程 组 (3. 1.13) 是 规划 的 ,只 要 1 > ty 存在 有 
Ft ESM F = (a(t) ),x,, 它 有 逆 F"' ,导数 为 户 , 使 得 t > to 时 
成 立 等 式 
ðdetF 
Б, 


(Ой, t) =0 (1 = 1,2,---,п;Е > 5 yil... п 51) 


(3. 1. 35) 
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且 存 在 
li lf ddetF 


нат], “у, ito +) дара G = 02,5) 
(3.1.36) 
命题 9 如 果 方程 组 (3. 1. 13) 是 几乎 对 角 的 ,其 解 的 特征 数 


是 严格 的 , 且 当 t= 时 成 立 等 式 А 
Р,-1,.-104) Bp, (t) += (8 =2,3,++,n) (3.1.37) 
其 中 а 为 某 正 常数 ,那么 方程 组 是 规划 的 。 
命题 10 对 三 角 方 程 组 
x, =py(t)x, ++ +p,(t)x, (s=1,2,-+,n) (3.1.38) 
是 规划 的 ,其 充 要 条 件 是 存在 


lim О (= 1,2,6), (361,39) 


命题 11 常 系数 线性 微分 方程 组 是 规划 的 。 
下 面 建立 一 类 线性 微分 方程 规划 组 , 称 为 可 约 微分 方程 组 。 
将 方程 组 (3. 1. 13 ) 表 示 为 矢量 一 矩阵 形式 


x=P(t)x (3. 1. 40) 
HP x= [a жо, En] ,P(t) = (Pat) )axno 引入 线性 变换 
y=F(t)x (3. 1. 41) 


HERE F(t) F(t) Ail detF `! (2) fE >, 时 是 连续 的 .有 界 的 , 那 
么 ,变换 式 (3. 1.41) ЖЖ Ляпунов 变换 。 变 换 式 (3. 1.41) 使 方程 
组 (3. 1.40) 变换 为 


у=0(1)у (3.1.42) 


其 中 Q(1) = FF! + FPF, ЕЕ, ИНН (3. 1.40) 和 变换 了 的 
方程 组 (3. 1. 42) 的 特征 数 重合 , 且 方 程 组 (3. 1. 40) 的 规划 性 引起 
方程 组 (3. 1. 42) 的 规划 性 ,反之 亦 然 。 假 设 存在 Ляпунов 变换 ， 
使 线性 方程 组 (3. 1. 40) 引 向 常 系数 方程 组 
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y =Ay (3.1.43) 
其 中 A = (а„)„„„„ 此 时 ,方程 组 (3. 1. 40) 称 为 可 约 方程 组 。 
命题 12 方程 组 (3.1. 13) 可 约 的 充分 必要 条 件 是 存在 伴随 
方程 组 
2 +2Р(1) =0 (3.1.44) 
的 解 的 基础 矩阵 ,有 形式 
z=e “F(t) (3. 1.45) 


РА = (ав) ncn DRE Е = (fat) )。x 为 tt 时 连续 有 界 矩 
BE, НАЯ дер" 
需 注意 ,如 对 所 有 tty 成 立 等 式 


Г ¥ pa (tae = ‘Se: +e(t) (3. 1. 46) 
0 sel sel 


其 中 a(1) 为 某 个 有 界 函 数 ,那么 detF `! fE >t 时 是 有 界 的 。 

现在 列举 一 些 稳定 性 定理 。 

研究 非 线 性 非 定常 质点 系 ,其 扰动 方程 用 式 (3.1.12) 来 
描述 。 

命题 13 如 果 一 次 近似 方程 组 (3. 1. 13) 是 规则 的 ,而 其 解 的 
最 小 特征 数 是 正 的 ,那么 ,未 扰 运 动 * =0 在 考虑 到 扰动 方程 组 的 
高 阶 项 时 是 稳定 的 。 

研究 非 线性 定常 系统 。 在 此 情形 ,一 次 近似 方程 组 解 的 特征 
数 由 相应 特征 方程 

D(p) =( -1)"det(ps -бир) nxn =0 (3. 1.47) 

的 根 的 实 部 来 确定 并 取 反 号 ,而 一 次 方程 组 本 身 是 规划 的 。 

命题 14 如果 特征 方程 式 (3. 1. 47) 的 所 有 根 的 实 部 是 负 的 ， 
那么 ,未 扰 驻 定 运动 x =0 在 考虑 到 扰动 运动 方程 的 高 阶 项 时 是 渐 
近 稳 定 的 。 

因此 , 在 所 论 情形 中 稳定 性 的 充分 条 件 是 特征 方程 式 
(3. 1.47) 的 根 分 布 在 平面 Rep, Imp | 的 虚 轴 之 左 。 将 特征 方程 式 
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(3.1.47) RAW 
D(p) =p" +a,p""' ++ +a,_\p+a, (3. 1.48) 


ЖЖЖ а, ,a,,… ,a 是 依赖 于 扰动 运动 一 次 近似 方程 系数 pu = 
常数 的 已 知 表达 式 。 由 方程 式 (3. 1. 48) 的 系数 组 成 如 下 和 矩阵 


w a 0 
1 eh 
Hel) a (3.1.49) 
W: s Zt a 
此 矩阵 的 对 角 行 列 式 
а а, 
A, =4,,A, = iors Ay 50,4, (3.1.50) 
1 a, 
称 为 Hurwitz 行列 式 。 


命题 15 ”如 果 对 应 于 特征 方程 式 (3. 1. 48) 的 所 有 Hurwitz 47 
列 式 (3. 1. 50) 都 是 正 的 ,那么 ,未 扰 运 动 *=0 是 渐 近 稳定 的 。 
命题 16 如果 特征 方程 式 (3. 1.48) 的 所 有 系数 都 是 正 的 , 且 
满足 条 件 
А, >0,Д4, >0,A, >0,--- (3.1.51) 
或 者 条 件 
A, >0,4, >0,A, >0, --- (3. 1.52) 
那么 ,未 扰 运动 *=0 是 渐 近 稳定 的 。 
注意 ,上 述 按 一 次 近似 的 稳定 性 定理 ,在 系统 不 是 定常 的 ,但 
时 间 1t 仅 明显 出 现 于 扰动 方程 的 二 阶 和 更 高 阶 项 系数 中 的 情形 也 
成 立 。 
3. Ляпунов 函数 法 
研究 非 线性 非 定常 方程 组 的 稳定 性 问题 ,此 时 扰动 方程 为 
Mp Sy жу, (0 0) ОЕ 2, зв (331.53) 
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Ж! X, (x,t) ЭЖ 
H| ўз єн] хт») (3. 1. 54) 


上 对 xi ,% ,…,% 的 全 纯 函 数 。 

研究 函数 V( x,t) , 它 在 域 ( 式 (3.1.54) ) 上 给 定 ,在 未 扰 运动 
x, =0 中 趋 于 零 。 假 设 这 个 函数 在 域 ( 式 (3. 1.54) ) 上 是 单 值 的 、 
有 界 的 、 连 续 的 。 有 下 述 定义 。 

定义 1 如 果 满 足 上 面 所 指 条 件 的 函数 V(x,t) 对 充分 大 的 加 
和 充分 小 的 万, 除 零 值 外 取 同 号 值 ,那么 ,此 函数 称 为 常 号 的 。 如 
果 V(x,t) =0, 则 称 常 正 的 ;如 果 V(x,t) <0, 则 称 常 负 的 。 

定义 2 如 果 不 依赖 于 1 的 常 号 函数 (х), ER Н HER 
扰 运 动 x =0 中 为 零 ,那么 称 它 为 定 号 的 。 如 果 W(x) >0, 称 为 正 
定 的 ;如 果 W(x) <0, 则 称 为 负 定 的 。 

定义 3 ”如 果 对 不 依赖 于 :的 函数 V(x,t) 可 找到 不 依赖 于 
的 正定 函数 W(x) ,使 在 域 ( 式 (3. 1. 54)) 上 成 立 V(x,t) >W(x), 
WEK V(x,t) 为 正定 的 ;而 当 -V(x,t) > W(x) , 则 称 V(x,t) 为 负 
定 的 。 

定义 4 如 果 函 数 V(x,t) ,对 所 有 无 论 多 么 小 的 正 数 1, 总 可 


以 找到 一 个 数 ,使 在 所 有 >t 及 ye <А Т, КАТУ 


(х,1) 1 <, А, 称 为 允许 有 无 限 小 上 界 的 函数 。 
具有 上 面 所 指 性 质 ( 常 号 , 定 号 ,无 限 小 上 界 存在 ) 的 函数 了 
(x,t) 称 为 Ляпунов 函数 。 进 而 假设 , Ляпунов 函数 在 域 ( 式 
(3.1.54)) 上 是 可 微 的 ,并 且 按 扰动 运动 方程 ( 式 (3.1.53)) 组 成 
对 时 间 с 的 导数 , 即 
ду 


V(x,t) =o, (x,t) + (s=1,2,---,n) (3.1.55) 
对 它 也 可 进行 党 号 或 定 号 的 讨论 。 
下 面 给 出 稳定 性 定理 。 


命题 17 如果 对 扰动 运动 微分 方程 式 (3. 1.53) ,可 找到 一 个 
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定 号 函数 V(x „) ,其 按 这 些 方程 的 导数 V(x,t) 是 与 V(x,t) 反 号 
的 常 号 函数 或 恒 等 于 零 , 那 么 ,未 扰 运 动 x =0 是 稳定 的 。 
命题 18 ”如 果 对 扰动 运动 方程 组 ,存在 定 号 函数 V(x,t) , Fo 
许 有 无 限 小 上 界 , 而 按 方程 组 组 成 的 导数 V(x,t) 是 与 V(x,t) 反 
号 的 定 号 函数 ,那么 ,未 扰 运 动 是 渐 近 稳定 的 。 
Ляпунов 函数 法 允许 按 一 次 近似 方程 得 到 稳定 性 的 结论 。 设 
扰动 运动 方程 组 (3. 1.53) 的 一 次 近似 方程 为 
% =Pa (t)z. (s,k=1,2,-...,n) (3.1.56) 
未 扰 运 动 的 稳定 性 有 下 述 命题 。 
命题 19 如 果 对 于 一 次 近似 方程 式 (3. 1. 56) ,存在 定 号 函数 
V(x,t) ,允许 有 无 限 小 上 界 , 按 方程 式 (3. 1. 56) 有 与 V(x,t) 反 号 
的 定 号 函数 У(х „) ,那么 ,考虑 到 扰动 方程 组 (3. 1. 53) 的 高 阶 项 
ХО (x,t) , 当 在 扰动 运动 方程 式 (3.1. 53) 右 端的 所 有 定义 域 上 ， 
对 充分 小 的 常数 4, 满足 条 件 
1X (x,t) 1 <А(1х,1+--+1х„1) (3.1.57) 
时 ,未 扰 运 动 是 渐 近 稳定 的 。 
下 面 举例 说 明 稳 定性 定理 的 应 用 。 
例 1 设 扰动 运动 方程 组 为 
x= -Зх +у-2+3х(6л? +5y +27) 
у = -2х-5у +z +5y(6x +5y +227) (3. 1. 58) 
z =2x =y -2z +22(6x7 +5% +22) 
它 的 一 次 近似 方程 的 特征 方程 为 


-3-р 1 -1 
D(p) =(-1)?| -2 =5-p 1 |= 
2 lip 
p> +10p° +36p +47 =0 
Hurwitz 行列 式 为 
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47 
& >0,4, =47A, >0 


10 
A, =a, =10>0,4, =| | 


由 命题 15 可 知 ,未 扰 运 动 x =y =: =0 是 渐 近 稳定 的 。 
例 2 设 扰动 运动 方程 组 为 
SENO PEAGE +y) (3.1.59) 
у= n)a +т (ду +0) 
取 了 函数 为 
了 = 和 好 +9? 
它 是 正定 的 。 按 方程 求 V 得 
V=2m(t)(x? +7)? 
EARRA =T, AA mC) <0, 则 六 为 常 负 函 数 。 由 命题 17 
可 知 ,未 扰 运 动 x=y =0 是 稳定 的 ,而 不 管 函 数 n(1) 如何 。 
W3 设 扰 动 运 动 方程 组 为 
x= —(1+sin’s)x+(1 — sintcost) у 
А (3. 1. 60) 
у = - (1 +sintcost) x — (1 + cos*t) у 
EUV RRO 
V= +у? 
CREEN. RIER У 
V= -2(«? +7?) —2(xsint + ycost)? 
它 是 负 定 的 。 由 命题 18 可 知 ,未 扰 运 动 x = y =0 是 渐 近 稳定 的 。 
有 关 稳 定性 理论 已 有 大 量 专著 出 版 ,参见 参考 文献 [3 -13] 。 


3.1.2 构造 稳定 系统 问题 的 提 法 


研究 一 质点 系 ,其 运动 用 如 下 常 微分 方程 描述 
Е,(4:,9:4.0,щ) =0 (i,j = 1,2,+-+,n31 = 1,2,--,т) 
(3. 1.61) 
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式 中 :4; 为 广义 坐标 ;ww 为 系统 的 控制 ,控制 或 为 系统 的 固有 参 
数 ,或 为 控制 系统 运动 的 广义 力 ;F 是 一 些 函 数 。 
提出 如 下 逆 问 题 :确定 系统 的 参数 以 及 表 为 时 间 函 数 的 控制 
FA w(t) ,… u(t) ,使 得 给 定 运动 
0:4: =pl) ,pi(t) в С° (t>) (3. 1. 62) 
是 所 论 系统 的 一 个 可 能 运动 ,并 且 对 给 定 的 运动 品质 指标 ( 比较 
函数 ) 


Р,(4,4,1) eC! (ғ=1,2,---,п) (3. 1. 63) 
当 这 些 指标 在 初始 时 刻 to 对 给 定 运动 值 式 (3.1. 62) 发 生 充 分 小 
偏离 时 , 是 稳定 的 中 。 


所 提 逆 问题 是 运动 方程 的 修改 问题 。 但 是 ,在 这 里 运动 方程 
不 仅 按 给 定 运动 式 (3. 1. 62) 是 一 个 可 能 运动 的 要 求 来 修改 ,而 且 
考虑 到 给 定 运动 式 (3. 1. 62) 是 稳定 的 补充 要 求 来 修改 ,并 且 只 用 
选取 控制 w(t) 而 不 改变 运动 方程 式 (3. 1. 61 ) 的 结构 的 办 法 来 得 
以 保证 。 

如 果 系 统 给 定 运动 是 一 个 可 能 运动 ,而 它 实 际 上 是 实现 不 了 
的 ,因为 为 此 还 需要 真实 运动 的 初始 条 件 与 给 定 运动 的 初始 条 件 
相 重 合 。 这 就 是 为 什么 在 研究 动力 学 逆 问 题 时 ,除了 给 定 运 动 的 
可 实现 性 需要 外 ,还 需要 在 有 初始 扰动 时 是 稳定 的 。 因 此 ,所 提问 
题 应 分 两 步 来 解 。 首 先 , 在 给 定 运动 式 (3. 1. 62 ) 精确 地 实现 的 前 
提 下 来 解 动力 学 逆 问 题 。 为 此 ,建立 给 定 运动 实现 的 必要 条 件 为 

Fi(pi(t) ,pi(t) ,pi(t) t.u.) = 0 (3. 1. 64) 

假设 这 些 条 件 组 成 对 控制 uw,(1) 的 待定 方程 组 。 此 时 ,这 些 条 件 在 
某 种 程度 上 确定 待 求 参数 和 控制 力 , 使 得 在 这 些 参数 和 控制 力 下 
给 定 运 动 式 (3. 1. 62) 是 质点 系 的 一 个 可 能 运动 。 其 次 ,利用 选取 
控制 u(t) 的 办 法 ,来 解 给 定 运动 式 (3.1.62) 相对 运动 的 品质 指 
标 式 (3.1.63) 在 有 初始 扰动 时 确保 稳定 性 的 问题 。 将 式 
(3. 1.62) 取 为 未 扰 运 动 ,组 成 扰动 运动 方程 
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®,=Х,(ж,щ) (s,k=1,2,--,n) (3. 1. 65) 
其 中 

x, =Р,(4,4,1) -Р,(ф(1),ф(1) ,t) 

X,(0,t,u,) =0 

利用 研究 稳定 性 的 某 种 方法 ,建立 扰动 运动 方程 组 (3. 1. 65) 

ЗМ х, =0 的 稳定 性 充分 条 件 。 在 一 般 情形 下 ,这 些 条 件 表示 
为 对 控制 u(1) 的 某 些 不 等 式 

SP pCt), Plt) ,t,u,) >0 (3. 1. 66) 
稳定 性 条 件 式 (3. 1. 66) 与 存在 条 件 式 (3. 1. 64) 一 起 最 终 可 确定 
系统 的 待 求 参数 和 控制 力 ,使 得 给 定 运动 式 (3. 1. 62) 是 系统 的 一 
个 可 能 运动 ,并 且 当 有 初始 扰动 时 对 品质 指标 式 (3. 1. 63) 是 稳 
定 的 。 


3.1.3 构造 稳定 系统 问题 的 解法 


1. 特征 数 法 的 应 用 
假设 在 解 所 提 建 立 稳定 系统 问题 时 ,相应 的 扰动 运动 方程 有 
如 下 形式 , 即 
х, =pa(t,u)x, +X® (х,и) (ssk=1,2,.,n) 
(3.1.67) 
式 中 :pu 为 :to 时 tw 的 有 界 连续 函数 ;X 为 其 变量 在 某 域 上 
的 全 纯 函数 ,其 对 x ,x,,…,%, 的 寡 的 展开 式 从 不 低 于 二 阶 开 始 。 
在 一 般 情形 ,质点 系 扰动 运动 方程 是 非 线性 的 , 且 明 显 含 1, 称 为 非 
定常 系统 ,而 未 扰 运 动 x =0(s =1,2,…,n) 称 为 非 驻 定 运 动 。 当 
扰动 方程 不 显 含 :时 ,系统 称 为 定常 的 ,而 未 扰 运动 称 为 驻 定 的 。 
建立 稳定 系统 问题 有 如 下 提 法 : 按 扰动 运动 的 一 次 近似 方程 
X,=py(t,u)x, (s,k=1,2,+-,n) (3. 1. 68) 
来 确定 控制 w(t) ,使 得 由 未 扰 运 动 x =0(s =1 ;2,…,n) 确 定 的 给 
定 运动 在 扰动 方程 式 (3. 1.67) 中 考虑 到 高 阶 项 X (x,t,u) Ht, 
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是 稳定 的 。 

特征 数 方法 对 构造 稳定 系统 问题 的 解 很 有 用 。 问 题 如 下 : 系 
统 运 动用 方程 式 (3. 1. 61 ) 来 描述 ,需要 确定 控制 w(t) (系统 参数 
和 可 控 广 义 力 ) ,使 得 给 定 运动 式 (3. 1. 62) 是 系统 的 一 个 可 能 运 
动 ,并 且 对 给 定 的 运动 指标 ( 比较 函数 ) 式 (3. 1. 63) 是 稳定 的 。 

为 解 此 问题 ,首先 建立 给 定 运动 的 存在 条 件 式 (3. 1.64); 然 
后 将 给 定 运 动 式 (3. 1. 62) 当 作 未 扰 运 动 组 成 扰动 运动 的 一 次 近 
似 方 程式 (3. 1.68) 。 需 要 注意 的 是 ,扰动 方程 的 高 阶 项 满足 按 一 
次 近似 的 稳定 性 问题 提 法 中 指出 的 条 件 。 进 而 ,借助 前 面 指出 的 
关于 规划 性 和 特征 数 的 命题 ,组 成 方程 组 (3. 1. 68 ) 的 规划 性 以 及 
解 的 特征 数 的 正 性 的 充分 条 件 。 这 些 条 件 表示 为 不 等 式 
(3.1. 66) 。 而 根据 Ляпунов 关于 一 次 近似 的 稳定 性 定理 ,这 些 条 
件 就 是 给 定 运动 稳定 性 的 充分 条 件 。 系 统 的 待 求 参数 和 控制 力 
u, (t) „ш. (#) p и, (t) fE t= to 时 确定 为 有 界 的 、 连 续 的 函数 , 同 
时 满足 条 件 式 (3. 1. 64) 和 不 等 式 (3. 1. 66)。 

研究 构造 稳定 系统 问题 :系统 的 扰动 运动 用 方程 式 (3. 1. 67) 
来 描述 ,需要 确定 常 参数 и, ,wu,,… u, ,使 得 未 扰 运 动 x, =0(s =1, 
2,…,n) 是 稳定 的 。 此 时 ,一 次 近似 方程 的 系数 pw 为 常数 ,而 问题 
归结 为 寻求 参数 空间 ju 的 点 M(u ошо, ym) ,对 这 些 点 方程 


D(p,u) =(—1)"det(py(u) -SyP) ax, =0 (3.1.69) 
或 方程 
D(p,u) =p" +a, (up +- +а, 1 (u)p +a,(u) =0 
(3.1.70) 


的 根 分 布 在 根 平面 Rep , Imp} 的 左 半 部 ,具有 所 指 性 质 的 点 M 的 
集合 , 称 为 参数 空间 |z} 的 稳定 性 区 域 ,或 Din,01 域 。 点 М(щ, 
из ，,… ,Un ) 的 坐标 使 方程 式 (3. 1. 70) 的 т 个 根 分 布 在 根 平面 虚 轴 
的 右 半 部 ,n -m 个 在 左 半 部 , 则 称 此 域 为 Din -m,m| 域 。 在 参 
数 空间 {u| 中 按照 方程 式 (3. 1.70) 根 的 各 种 分 布 分 出 D 域 , 称 为 
参数 空间 的 D -划分 ;限制 这 些 区 域 的 超 曲面 , 称 为 D 域 边界 。 因 
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此 ,所 研究 问题 的 解 归 结 为 建立 D 域 边界 ,在 参数 空间 |u| 中 的 稳 
定性 区 域 Din,01 的 精确 区 域 Din,01 ,Din-1,1} ,…,D10,n} 不 
存在 。 在 Din,01 不 存在 的 情形 ,系统 是 结构 不 稳定 的 ,此 时 不 能 
用 选 参数 的 办 法 达到 稳定 性 。 

建立 稳定 性 区 域 了 in,0| 的 边界 ,有 如 下 方法 口 。 

〈1) 对 方程 式 (3.1.70) 组 成 Hurwitz 行列 式 A. (i =1,2,…， 
n)。 一 般 情形 下 ,A; 是 待 求 参数 uw ,wu,,…,u, 的 函数 。 进 而 ,对 
这 些 参 数组 成 不 等 式 

Ai u ) >0 (i=1,2,.…,m) (3. 1.71) 
并 分 出 这 些 参数 的 值 域 以 确保 未 扰 运 动 *, =0(s =1,2,…,n) 的 稳 
定性 。 

(2) 当 特 征 方程 式 (3. 1. 70) 的 系数 仅 依赖 于 一 个 参数 u 时 ， 
FEF TE | ш A, | 上 作曲 线 A; =A;(wo)(i=1,2,…,n)。 此 时 ,使 曲 
线 A;=Ai(uo) 位 于 上 半 平 面 的 模 轴 上 的 线段 分 出 待 求 的 稳定 性 
区 域 。 

(3) 一 般 情形 下 ,D 域 边界 由 方程 

а, (U, Um) =0,А„_,(щ,=,ш„)=0 (3.1.72) 


来 确定 。 这 些 方程 ,就 是 至 少 一 个 或 一 对 根 分 布 在 虚 轴 上 的 条 件 ， 
在 空间 中 分 出 各 种 D 域 ,包括 稳定 域 D | n,0| 。 

(4) Ҷо 由--% 变 到 +w 时 ,D 域 边界 也 可 由 方程 

ReD(iw,u) =0, ImD(iw,u) =0 (3. 1.73) 

来 描述 。 这 些 方程 ,将 方程 式 (3. 1. 70) 的 根 平面 虚 轴 映射 到 D 域 
边界 ,反之 亦 然 ,也 在 参数 空间 中 分 出 D 域 。 

应 用 举例 见 第 5 章 。 

2. Ляпунов 函数 法 的 应 用 

假设 ,对 给 定 运 动 式 (3.1.62) 组 成 它 存在 的 必要 条 件 式 
(3.1.64) ,进而 假设 这 些 条 件 以 其 分 量 可 自由 选择 来 确定 控制 
(1) 。 下 一 步 的 问题 是 , 先 确定 控制 分 量 w (t) ,… ,wu (1) ,使 得 给 
定 运动 式 (3. 1. 62) 对 给 定 的 品质 指标 (4.4.1) (s =1,2,…,n) 
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在 有 初始 扰动 时 是 稳定 的 (或 渐 近 稳定 的 ) 。 

为 解 此 问题 ,可 应 用 Ляпунов 函数 法 。 首 先 ,组 成 扰动 运动 
方程 式 (3. 1.65) ,其 平凡 解 *, =0(s=1,2,…,n) 对 应 系统 的 给 定 
运动 式 (3. 1. 62)。 然 后 ,应 用 稳定 性 命题 17 ~ 命题 19 ,来 构造 某 
个 正定 函数 V(x,t)。 进 而 , 按 扰 动 运动 方程 式 (3. 1. 65 ) 来 确定 对 
时 间 的 导数 Y(z,t) 。 按 Ляпунов 命题 17, 稳 定性 的 充分 条 件 由 
这 个 导数 的 常 负 条 件 或 恒 等 于 零 来 确定 。 在 渐 近 稳定 情形 , 按 
Ляпунов 命题 18 ,相应 的 条 件 是 所 组 成 的 正定 函数 应 有 无 限 小 上 
界 , 并 且 按 扰动 运动 方程 有 负 定 的 导数 。 设 稳定 ( 渐 近 稳定 ) 条 件 
表示 为 不 等 式 (3. 1.66) , 此 时 构造 稳定 系统 问题 的 控制 分 量 u, 
(0) pua (t) ,-- u, (t) НЕ (3. 1. 66) MEH tty 时 的 有 界 、 连 
续 函 数 ,同时 满足 给 定 运动 的 存在 条 件 式 (3. 1. 64) 。 


3.1.4 自 激 陀螺 的 永久 转动 


研究 下 述 力学 逆 问 题 :确定 加 在 陀螺 中 心 主轴 x、y、z 上 的 扰 
ЗН М, ‚М, ‚М, 以 及 加 在 陀螺 对 这 些 轴 的 惯性 矩 4.B、C 上 的 
条 件 , 使 得 陀螺 按 给 定性 质 


b 
a: Ora ith э кү! (3.1.74) 
w, = + = C, 

的 转动 运动 是 一 个 可 能 运动 ,其 中 x, x, ,x 是 陀螺 瞬时 角速度 在 
主轴 上 的 投影 ,a.b、Ci „С, 为 常数 。 

为 解 上 述 逆 问题 ,首先 ,组 成 存在 给 定 运 动 的 必要 条 件 , 实 际 
上 这 就 是 在 解 动力 学 逆 问 题 时 对 待 求 量 的 方程 。Euler 动力 学 方 ` 
程 为 


Ax, =(В-С)х,х, +M, 
Вх,=(С-А)х,х, +M, (3.175) 


Сх, =(А-В)жх, +M, 
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将 式 (3. 1. 74) 对 时 间 :上 求 一 次 导数 .并 利用 方程 式 (3.1.75) 消去 
НИЕ] 


(В-С)х,х, +M, + abexp/ -2,) =0 


[C(C-A) - B(B - A) ]x,x,x, + CM,x, + BM,x, =0 
(3.1.76) 

由 此 得 知 ,如 果 取 
Mi =b(C,-x,), M,=M,=0, B=C (3.1.77) 
则 式 (3. 1. 76) 成 立 ,而 陀螺 就 按 给 定性 质 式 (3. 1.74) 而 运动 。 条 


件 式 (3. 1.77) 是 陀螺 存在 给 定 转动 运动 式 (3.1.77 ) 的 最 简单 情 
形 。 取 式 (3. 1. 77) 作为 问题 的 待 求解 ,此 时 运动 方程 有 形式 


Ax, =b(C, -x,) 
B x, =(B-A)x,x, (3.1.78) 
Вх,=(А-В)хух, 
此 方程 有 平凡 解 
xi =G, , “жу = xs =0 (3.1.79) 
这 对 应 陀螺 绕 x 轴 的 永久 转动 。 


其 次 ,应 用 Ляпунов 函数 法 建立 陀螺 永久 转动 对 瞬时 角速度 
投影 % x, as 的 稳定 性 条 件 。 取 永久 转动 式 (3. 1.79) 为 陀螺 的 
未 扰 运 动 。 令 陀螺 瞬时 角速度 投影 的 扰动 为 wm y, ys ,有 


Уу =x -С,, Jo =%, ys =s (3.1.80) 
将 式 (3. 1. 80) 代 入 方程 式 (3. 1. 78) ,得 到 扰动 运动 方程 
4 Ji = -byi 
By, = (B-A) (у, +С,)у, (3.1.81) 


Вуз =(А =B) (у, +С,)у, 
TERE! ‚Ляпунов 特征 数 法 不 能 解决 所 提 稳 定性 问题 ,因为 当 > 
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0 时 ,对 应 的 特征 方程 有 一 对 纯 虚 根 (临界 情形 ) 。 取 Ляпуноь P8 
数 为 
У=у +X; +3 (3.1. 82) 


它 是 正定 的 。 按 方程 式 (3. 1. 81) 计 算 VA 


v= -223 (3. 1.83) 


á b>O WY, V ER у, „у; ‚у, 的 常 负 函数 。 因 此 ,由 命题 17 可 
知 , 自 激 对 称 陀螺 的 永久 转动 式 (3. 1.79) ЖЕ b >0 时 是 稳定 的 。 


3.2 规划 运动 系统 的 构造 


本 节 讨 论 其 运动 用 常 微分 方程 描述 的 质点 系 。 此 时 ,规划 运 
动 系统 的 构造 问题 归结 为 相应 的 动力 学 逆 问 题 , 提出 给 定性 质 
(运动 规划 ) 在 Ляпунов 意义 下 ( 当 有 初始 偏离 时 ) 稳定 性 的 补充 
要 求 。 规 划 运 动 系统 的 解析 构造 问题 的 解 归结 为 按 运动 方程 的 已 
知 特殊 积分 来 建立 系统 相应 运动 方程 的 问题 ,并 使 得 反映 系统 运 
动 的 给 定性 质 的 这 些 积分 是 稳定 的 。 本 节 还 提出 并 解决 构造 积分 
泛 函 问题 ,此 泛 函 在 按 给 定 的 规划 所 建立 的 运动 方程 的 解 上 取 
驻 值 。 


3.2.1 规划 运动 系统 构造 问题 的 提 法 


规划 运动 系统 的 解析 构造 归结 为 建立 所 论 质点 系 的 运动 方 
程 ,使 得 给 定 规划 运动 是 一 个 可 能 的 运动 。 由 所 建立 的 运动 方程 
进一步 确定 控制 力 ,系统 的 相应 参数 ,以 实现 给 定 的 规划 运动 ,以 
及 控制 装置 的 方程 以 封闭 事先 已 知 的 运动 方程 。 但 是 ,所 确定 的 
控制 元 ( 力 ,参数 ,调节 器 ) 不 能 保证 精确 地 完成 规划 运动 。 仅 当 
实际 运动 中 广义 坐标 和 广义 速度 的 初 值 与 其 在 规划 运动 ( 当 有 初 
始 扰动 时 ) 中 重合 时 ,规划 运动 才能 发 生 。 实 际 上 , 这些 初 始 扰动 
总 是 存在 的 。 在 没有 另外 类 型 的 扰动 ( 常 作用 的 和 参数 的 ) 时 , 规 
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划 运 动 的 精确 实现 是 不 可 能 的 。 这 只 要 规划 运动 成 为 稳定 的 ( 浙 
近 稳定 的 ) 就 行 了 。 这 实际 上 是 可 能 的 , 因为 按 给 定 的 规划 构造 
运动 方程 问题 的 解 , 以 最 终 确定 控制 元 ;并 不 是 唯一 的 。 利 用 这 种 
不 唯一 性 ,可 以 预先 确定 控制 元 ,使 得 给 定 的 规划 运动 是 所 论 系统 
的 稳定 运动 。 于 是 ,有 下 列 提 法 :建立 质点 系 的 运动 方程 

4, = 0,609,910) (vss = 1,2,-,п) (3:21) 
使 得 按 给 定性 质 

0:®„(ч,,4,4)=0 (ш=1,2,--,т<п) (3.2.2) 
的 规划 运动 是 系统 的 一 个 可 能 运动 ,并 且 当 有 与 这 些 性 质 初始 偏 
离 时 对 这 些 性 质 是 稳定 的 。 

在 此 假设 给 定性 质 式 (3.2.2) 是 相 容 的 且 独 立 的 , 函数 w, 
(ЖЕЗ МЕЛ ER Cg, q| 在 所 有 (> 时 是 有 界 的 
且 可 微 的 ;方程 式 (3. 2. 1) 右 端 是 一 类 函数 ,允许 解 在 规划 某 = 领 
96 0, 14,4| 中 存在 和 唯一 。 

所 提问 题 是 规划 运动 质点 系 的 解析 构造 问题 的 相当 一 般 的 数 
学 提 法 中。 

在 借助 补充 的 控制 力 ( 开 环 控制 系统 ) 来 规划 系统 运动 时 , 相 
应 于 给 定 规划 式 (3. 2. 2) 的 运动 方程 有 如 下 形式 , 即 

q, = 00,(9,,9,1) + Q. (q.,q. t) (>з = 1,2,---,п) 

(3.2.3) 
式 中 :Qo,19,g,t 是 由 给 定 广义 力 确 定 的 已 知 函数 ;0,,1q,g,t} 为 
待 求 控 制 力 ,这 些 方程 可 直接 用 以 确定 为 实现 规划 运动 所 必须 的 
控制 力 。 

在 用 运动 过 程 中 参数 的 改变 来 规划 系统 运动 ( 自治 控制 系 
Ж) 时 ,系统 运动 方程 的 结构 是 已 知 的 ,有 

4, = Q, (4s Fest 52) (3.2.4) 

Av (l = 1,2,--- k) 为 系统 的 参数 ,而 系统 相应 的 规划 运动 有 
形式 式 (3. 2. 1) 。 于 是 ,系统 待 求 参数 由 等 式 
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Q. (q.,q.,t,n) = Q,(q,,q,,t) (3.2.5) 
来 确定 。 
如 果 借 助 特殊 的 控制 装置 (闭环 控制 系统 ) 来 研究 规划 运动 ， 
根据 给 定 规划 式 (3. 2. 1) ,对 控制 装置 的 广义 输出 坐标 шуи, "е, 
un 的 方程 有 如 下 形式 , 即 


ш = 0,(9,,9,,2,и,,й,) (р = 1,2,--,т) (3.2.6) 
此 时 ,假设 描述 控制 对 象 连同 控制 装置 的 方程 
q, = 0,,(9,,9,,1,щ,щ) G7) 
是 已 知 的 。 


3.2.2 运动 方程 和 规划 稳定 性 


1. 运动 方程 

质点 系 的 规划 运动 方程 ,可 根据 在 解 相应 动力 学 逆 问 题 时 所 
得 到 的 运动 方程 来 直接 建立 。 此 时 ,描述 系统 运动 的 给 定 运动 学 
性 质 的 规划 式 (3. 2.2) 本 身 应 作为 待 求 运动 方程 的 积分 来 研究 。 

在 借助 补充 控制 力 和 借助 系统 参数 改变 来 规划 运动 的 情形 ， 
运动 方程 可 作为 建立 运动 方程 的 基本 问题 来 组 成 ,并 有 如 下 形 
式 , 即 


(и i py = 1,2,---,т) (3.2.8) 
其 中 Q; 满足 条 件 
до 
——0,=0 (р=1,2,--:,т;с=1,2,---,п) (3.2.9) 
94. 


方程 式 (3.2.8) 一 般 情 形 下 包含 (n -m) 个 任意 函数 0; ($ =m +1,…， 
m)。 函 数 B=@(w,q,4,t) 也 是 任意 的 ,仅仅 满足 条 件 Ф, (0,4, 


4,1) =0(j=1,2,…,m)。 在 式 (3.2.8) 中 ,有 
100 


r=aal | (0 =1,2,-:--,п) (3.2.10) 


94. 94. 
m TA Г Ж (j,i) HRBRFR, x 


9%;. до; 
A (v=1,2,.…,n) (3.2.11) 


所 组 成 的 运动 方程 式 (3.2.8) 可 以 确定 控制 力 ,在 这 些 控制 力作 
用 下 ,规划 运动 式 (3. 2. 2) 是 所 论 质点 系 的 一 个 可 能 运动 。 为 此 ， 
假设 方程 式 (3. 2. 8) 的 右 端 部 分 是 广义 力 01а „а„:} 和 待 求 控制 
AQ. HA, FRA 

ðw, 


Qu = PTH -I+ ба.) (ijv 21,2, m) 


(3. 2. 12) 

方程 式 (3. 2. 8) 也 可 确定 运动 过 程 中 系统 参数 的 改变 ,使 规 

划 运 动 式 (3. 2. 2) 是 所 论 质 点 系 的 一 个 可 能 运动 。 为 此 ,假设 方 

程式 (3. 2. 8) 的 右 端 部 分 是 依赖 于 系统 待 求 参数 w 的 已 知 函数 
0,,14,4,1,0,|. HERT, Xt v, 解 方程 


даулы, кү RY 
ðq, 


Qo (Gere г) =-ЕГ,(Ф,-е,) 


(3. 2. 13) 
便 可 确定 系统 待 求 参数 vo 
在 借助 控制 装置 来 规划 运动 时 ,作为 封闭 给 定 方程 来 构造 方 
程 问题 的 解 , 可 组 成 待 求 运动 方程 ,有 以 下 形式 , 即 
q, = 0,(4,4,2,и,и) (v = 1,2,--,n) 


- Ш . + до, 
š, = pels (97 - g) +07 igre 
Р 
(šj = 1,2,+-,т;р = 1,2,---.,r) 
其 中 0; 满足 条 件 
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aw, 

=U =0 (и=1,2,--- т) (3.2. 15) 

ди, 
方程 式 (3. 2. 14) 的 第 一 组 是 控制 对 象 的 方程 ,第 二 组 则 是 控制 装 
置 的 方程 。 方 程式 (3. 2. 14) 在 一 般 情形 包含 (n -m) 个 任意 函数 
Ue. (95450) ,…,Ur(q,4,t) ; ВА Ф; (w,w,9,9,t) 也 是 任意 的 ， 
仅仅 满足 条 件 Ф; (0,0,4,4,1) =0(j=1,2,…,m)。 在 方程 式 
(3.2.14) 中 ,有 
ао, ва) 
ди, ди, J mxm 


Г; A T TRG, i) ИКТ, i 


Ж = de (р=1,2,-**,г) (3.2.16) 


о оа ава СЕ 
аа, 0% „е t (3.2.17) 


(v=1,2,+*+,n3p =1,2,°°*,r3j =1,2,°+*,m) 

规划 运动 方程 式 (3. 2. 8) 和 式 (3. 2. 14) ,在 一 般 情形 下 ,包含 
п 个 任意 函数 Ф,,0, 和 Ф.,Ш,(ш=1,2,+,‚т;в5=т+1,+,‚п) 
进而 ,假设 这 些 函 数 满足 相应 方程 式 (3. 2. 8) 和 式 (3.2. 14) 解 的 
存在 和 唯一 条 件 。 如 果 开 始 时 刻 相应 的 示 点 М( а ,4 ) 在 积分 流 形 
人 2 上 ,那么 所 论 质点 系 的 运动 按 给 定 的 规划 式 (3.2.2) 发 生 。 此 
时 ,在 式 (3.2.8) 中 有 D, =0,ÆR(3. 2.14) HA Ф; =0( 人 =1， 
2,…,m) ,而 其 余 任意 函数 可 借助 加 在 示 点 沿 积分 流 形 运动 的 补 
充 条 件 (如 优化 条 件 ) 来 预先 确定 。 

2. 规划 稳定 性 

现在 假设 示 点 开始 时 在 积分 流 形 2 外 ,在 足够 小 的 领域 O, 
上 。 这 是 更 自然 的 假设 ,上 面 指出 的 任意 函数 仍 有 选择 余地 ,可 用 
于 保证 所 论 质点 系 规划 运动 的 稳定 性 。 为 此 , 取 规 划 运 动 式 
(3. 2.2) 作 为 未 扰 运 动 。 此 时 , 以 不 同 于 规划 运动 的 状态 和 速度 
开始 的 系统 所 有 可 能 运动 就 是 系统 的 扰动 运动 。 在 对 确定 规划 运 
动 式 (3.2.2) 的 函数 w,(q,9,1) (j=1,2,…,m) 本 身 值 的 关系 上 ， 
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将 这 些 运动 与 未 扰 运动 作 比较 。 此 时 ,规划 运动 对 于 这 些 函 数 的 
稳定 性 问题 ,实际 上 就 是 在 函数 w (ш. = 1,2,---,m) ARFERYD 
始 偏离 时 积分 流 形 O 的 稳定 性 问题 。 在 用 补充 控制 力 规划 情形 
以 及 在 用 系统 参数 规划 情形 ,相应 的 扰动 运动 方程 可 写成 

4, =Ф,(,4,4,1) (w=1,2,-+,m) (3.2.18) 


根据 加 在 函数 B,(w,q,q,t) 上 的 条 件 , 方 程式 (3. 2. 18) 有 平凡 解 
@ =0,… ,wn =0, 这 就 是 给 定 的 积分 流 形 02, 并 对 应 所 论 质 点 系 
未 扰 的 规划 运动 。 因 此 ,为 得 到 规划 运动 对 于 表示 某 些 品质 指标 
的 函数 w(9,92,2) 的 待 求 稳定 ( 渐 近 稳定 ) 条 件 ,只 要 选 函 数 Ф, 
(9,4,4) (j=1,2,…,m) 使 得 方程 组 (3. 2. 18) 的 平凡 解 是 稳定 
的 ( 渐 近 稳定 的 ) 。 为 得 到 相应 的 稳定 条 件 ,可 应 用 特征 函数 法 或 
Ляпунов 函数 法 。 在 一 般 情形 , 当 控 制 系统 运动 考虑 到 运动 性 质 
对 规划 的 偏离 ,或 考虑 系统 本 身 状态 时 ,通常 应 用 Ляпунов 函数 
法 。 假 设 构造 某 函 数 Y(w,g,4,,) , 它 在 某 域 


Уо =н, 614,4! хТ\: >} (3.2. 19) 
uel 


上 对 wi,w，…,@ww 是 正定 的 。 按 所 组 成 的 方程 式 (3.2. 8) 和 扰动 
运动 方程 式 (3. 2. 18) , 求 此 函数 对 时 间 的 导数 VAT 


_ av ду. 5. av av 
Ф, + fea a 


ý= = ee ы >: 
Эф; tpg (ш=1,2,---,тзи =1,2,-++,n) 


(3.2.20) 

这 个 导数 在 域 ( 式 (3.2. 19) ) EX ol ,w,,…,w,, 为 常 负 (或 恒 等 

FE) 的 条 件 就 是 规划 运动 式 (3.2.2) 的 待 求 稳定 条 件 。 对 待 求 

函数 Ф,(,а,4.)(и =1,2,‚-,т)Ж 0;(4,4,!)(з=т+1, 

т +2, ‚п) BE, HEA ETS ERM ARE. Ляпунов 函数 了 可 用 
下 述 二 次 型 组 成 

V=@'B(q,q,t)o (3.2.21) 

式 中 :w "为 w=colon(wi,w,,…,w,) 的 转 置 。 如 果 带 有 界 连 续 元 
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的 元 xm ERE В(4,9,1) FER G|q,q| x Т>} EWE Sylvester 
条 件 , 则 式 (3. 2. 21) 是 正定 的 。 
上 述 所 得 稳定 性 条 件 的 方法 , 当 控制 仅 按 运动 性 质 对 规划 性 
质 的 偏离 而 组 成 ,而 未 定 函数 Ф, 选 为 形式 Ф, = Ф, (о,1) ВОР 
Ф, =Ф, (и) (j=1,2,…,m) 时 , 尚 可 简化 。 此 时 ,扰动 运动 方程 
分 别 写成 
в„=Ф„(юл) (p=1,2,.,m) (3. 2. 22) 
Al 
@, =Ф, (6) (p=1,2,.,m) (3.2.23) 
由 此 得 知 ,在 此 情形 下 稳定 性 条 件 仅 仅 加 在 函数 Ф, (м =1,2,…， 
m) 上 ,不 依赖 于 其 余 未 定 函 数 OO. ES 298 fE Jr E Ç 
(3.2.22) 和 式 (3.2.23) 中 没有 广义 坐标 ч, q... q, 和 广义 速度 
41,92，…,9n; 稳 定性 条 件 得 以 简化 ,可 直接 应 用 3. 1 节 中 构造 稳 
定 系统 理论 的 稳定 性 条 件 。 例 如 ,特征 数 法 在 此 情形 非常 有 效 。 
相应 的 扰动 运动 方程 有 
@, =py@, +Ø (5,Ё=1,2,---,т) (3. 2. 24) 


式 中 :pw =ра (t) EPR BM D, (42,1) # ш, 02,17, On ERIK 
的 线性 项 系数 ,它们 在 所 有 > 加 是 有 界 的 、 连 续 的 ; ФО =o 
(ww,t) 为 高 阶 项 。 此 时 , 待 求 函 数 Ф, 可 这 样 组 成 :使 一 次 近似 扰 
动 方程 

ф,=рь®у (s;k=1,2,-~,m) (3.2.25) 
组 成 规划 组 并 使 方程 组 解 的 特征 数 为 正 的 。 此 时 ,规划 运动 对 给 
定性 质 式 (3.2.2) 来 说 是 渐 近 稳定 的 。 如 果 函 数 D, 的 线性 项 系 
数 是 常数 ,那么 ,为 使 规划 运动 是 渐 近 稳定 的 ,只 要 特征 方程 

det( -1)"(py 54А) mem =0 (3.2.26) 
的 所 有 特征 根 分 布 在 根 平 面 虚 轴 的 左 半 部 。 

在 系统 规划 用 控制 装置 来 实现 的 情形 ,上 述 讨论 也 成 立 。 只 
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需 注意 ,在 此 情形 出 现 于 方程 式 (3. 2. 14) 中 的 未 定 函数 Ф; (o, 


%,4,4,)(и =1,2,---,т)АЖШЛ(4,й4)(з=т+1‚,т+2,‚п) 
预先 确定 使 扰动 运动 方程 
v, = Ф](в®,®,4,4м) (u = 1,2,--,m) (3.2.27) 


的 平凡 解 w =0,---,„ =0 是 稳定 的 ( 渐 近 稳定 的 ) 。 

通常 ,在 一 般 情形 ,所 得 规划 稳定 的 条 件 只 能 确定 运动 方程 中 
的 一 部 分 任意 函数 。 此 时 ,其 余 的 任意 函数 由 补充 要 求 确定 0 。 
这 些 要 求 可 以 是 :对 应 于 示 点 向 积分 流 形 或 沿 积分 流 形 运动 在 某 
种 意义 上 的 最 优 要 求 , 以 给 定 的 精度 实现 规划 的 条 件 ,参数 改变 和 
控制 力 的 各 种 限制 ,以 及 在 构造 规划 运动 系统 本 身 时 所 提出 的 一 
般 技术 要 求 等 。 

规划 运动 的 实例 见 第 5 章 。 


3.2.3 在 规划 运动 中 取 驻 值 的 泛 函 的 构造 


在 构造 规划 运动 系统 问题 中 要 研究 确定 积分 泛 函 的 集合 问 
题 ,这 些 积分 泛 函 在 质点 系 规划 运动 中 取 驻 值 。 在 分 析 力学 中 是 
作为 建立 力学 变 分 原理 问题 提出 并 解决 的 ,在 质点 系 运动 的 控制 
理论 中 也 研究 泛 函 的 确定 ,使 得 在 选取 的 控制 函数 下 取 最 优 ,并 且 
总 假定 系统 运动 方程 事先 已 知 。 如 果 运 动 方程 事先 未 给 出 ,运动 
方程 可 由 规划 运动 存在 条 件 出 发 , 按 系统 给 定 的 运动 规律 或 按 给 
定 的 运动 性 质 来 组 成 。 因 此 ,构造 驻 定 泛 函 的 问题 也 是 动力 学 逆 
问题 的 一 种 可 能 变化 。 


1. 问题 的 提出 
研究 一 质点 系 ,其 运动 微分 方程 表示 为 
а„(4,4,,1)4; =f (gqt) (v,i = 1,2,+,n) 


(3. 2. 28) 

式 中 :qi 为 广义 坐标 ;a,、_f, EE 1D ВЫ 614,4} 上 有 界 连 续 

函数 并 对 所 有 变量 qq r TAS, 为 广义 力 。 假 设 系统 运动 的 规 
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划 , 由 在 规划 运动 中 广义 坐标 的 变化 规律 


pilt), pa (1) (3.2.29) 
组 成 ,或 者 表示 为 规划 运动 性 质 的 某 个 总 合 ,由 以 下 等 式 描述 , 即 
0:0,(04,4,1) =0 (y=1,2,.…,n) (3.2.30) 


式 中 :gp1(1),…,g,(t) 是 在 1 三 to 二 次 可 微 的; 函数 w,(9,9,t) fE 
1210 时 在 域 .C1g,9} 上 彼此 独立 且 对 所 有 变量 可 微 。 提 出 如 下 逆 
ВИ MEH Sagt) (v=1,2,…,n) ,在 这 些 力作 用 下 
由 函数 式 (3. 2. 29) 或 等 式 (3.2.30) 给 出 的 系统 的 规划 运动 是 可 
能 的 ,并 且 组 成 的 泛 函 


J[q] = [Faia (3.2.31) 


在 系统 可 能 (包括 规划 的 ) 运 动 上 取 驻 值 。 
在 此 假设 ,被 积 函 数 F(q,q „) 121, ER Clg, g) 上 是 有 
界 、 连 续 的 ,并 对 所 有 变量 存在 直至 三 阶 的 偏 导数 。 这 个 问题 乃 是 
完成 给 定 规划 运动 的 质点 系 解析 构造 的 原始 问题 ,其 解 可 确定 系 
统 本 身 的 参数 ,以 及 控制 元 ,同时 可 事先 建立 系统 可 能 运动 的 某 些 
品质 指标 。 所 提问 题 的 解 归结 为 按 给 定 的 特 解 式 (3.2.29) 或 按 
给 定 的 积分 流 形式 (3. 2. 30) 来 建立 微分 方程 式 (3. 2. 28) ,并 建立 
相应 的 泛 函 式 (3. 2. 31) ,其 在 所 建立 的 方程 式 (3. 2. 28) 的 解 上 取 
驻 值 。 因 为 对 所 论 类 型 ,微分 方程 理论 和 变 分 学 的 逆 问题 有 非 单 
一 解 ,那么 为 最 终 确定 方程 式 (3.2. 28 ) 的 右 端 部 分 和 相应 泛 函 式 
(3.2.31) 的 结构 , 尚 需 有 补充 条 件 。 给 定 运 动 , BB Fe fg: =Ç 
(3. 2. 29) 或 方程 的 特殊 积分 式 (3. 2. 30) ,在 有 初始 扰动 时 的 稳定 
性 要 求 , 可 作为 一 个 补充 条 件 。 在 一 般 情 形 ,系统 运动 的 规划 有 条 
件 地 由 某 些 未 定 函 数 p,(1) ,w,(4,9,t) (v=1,2,…,n) 的 总 合 给 
出 。 在 构造 泛 函 式 (3. 2.31) 时 以 及 组 成 稳定 性 条 件 时 ,对 这 些 函 
数 应 施加 某 些 限制 。 这 些 限 制 用 于 分 出 质点 系 可 能 规划 运动 的 
集合 。 
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2. 按 规划 运动 的 给 定 规律 求解 
假设 给 定 质点 系 在 规划 运动 中 坐标 的 变化 规律 
0:4, =9,(t) (v=1,2,-,n) (3. 2. 32) 
使 给 定 函 数 式 (3. 2. 32) 是 特 解 的 微分 方程 组 的 集合 应 有 形式 , 即 
q, = @,(t) +Ф,(а,4м) (v =1,2,+,п) (3.2.33) 
DED, (4,4 ,t) К ХЛ (4,4,0) (v=1,2,…,n) ,在 这 
些 力作 用 下 系统 给 定 运动 式 (3. 2. 32) 是 可 能 的 。 由 前 述 对 广义 
力 的 假设 ,这 些 函 数 满 足 条 件 
®,(9(t) g(t) л) =0 (>=1,2,+,п) 
但 仍然 是 任意 的 。 
为 确定 这 些 未 定 函 数 ,现在 给 出 一 些 限 制 。 这 些 限制 首先 在 
建立 泛 函 


Ла) = [ Fado) tat (3.2.34) 

时 发 生 , 此 泛 函 满足 对 被 积 函数 本 身 所 作 的 假设 ,并 且 在 方程 组 

(3. 2. 33) 的 解 上 ,包括 在 给 定 运动 规划 式 (3.2.32) 上 取 驻 值 。 实 
际 上 ,对 应 泛 函 式 (3. 2. 34) 的 可 能 极 值 方程 有 如 下 形式 , 即 

Еа OR. ek aË 

Ә4,99, 04,94. ° 04, 94, 


(v,i = 1,2,-+-,n) 


(3.2.35) 
将 这 些 方程 与 所 要 建立 的 方程 式 (3. 2. 33) 相 比较 ,得 到 
Е Е ¿18 py RAND. нә 36) 
94,94; 
ЛИЕ S эсе дуў (3.2.37) 
94,94; 


ГИГА 
г акау" 


(3.2.38) 
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所 得 等 式 可 作为 构造 泛 函 式 (3.2.34) 的 方程 来 研究 。 由 此 得 知 ， 
待 求 泛 函 的 被 积 函 数 表示 为 以 下 和 式 , 即 


Е = F,(q,t) + Y Fi) (3.2.39) 
其 中 Fo ЖЕ, уе 


(ф,(1) + Ф, у? 
a 


(3.2.40) 


运动 方程 式 (3.2.33) 解 的 存在 唯一 条 件 , 以 及 存在 满足 条 件 式 
(3. 2. 40) AY PBR Fy (qt) AM F,(q;,t) (j=1,2,…,n) 的 要 求 ,其 实 
是 加 在 任意 函数 Ф,(4,9,1) (v=1,2,…,n) 上 的 确定 的 限制 。 

在 有 坐标 的 初始 扰动 下 建立 规划 运动 对 广义 坐标 的 稳定 性 条 
件 时 ; 便 可 确定 对 这 些 函 数 的 一 组 限制 。 为 得 到 这 些 限 制 ,首先 要 
建立 相应 的 扰动 方程 ,有 

x, = @,(@(t) +x,@(t) +x,t) (v =1,2,=,n) 
(3.2.41) 
F x, =q, -p, (t) (v=1,2,…,n) 是 广义 坐标 的 扰动 。 进 而 , 利 
用 稳定 性 的 相应 判 据 ,确定 方程 组 (3.2.41) 平 凡 解 x, =0,…， 
х„=0 的 待 求 稳 定性 条 件 。 此 时 ,所 得 条 件 就 是 为 建立 所 要 组 成 
的 方程 式 (3. 2. 33 ) 右 端 最 终结 构 所 加 的 限制 。 

综 上 讨论 可 得 如 下 结论 : 带 给 定 的 稳定 的 特 解 式 (3.2.32) 的 
方程 组 有 形式 式 (3.2.33) ,其 中 函数 B,(q,q,t) 应 如 此 选择 ,以 
使 方程 式 (3. 2. 41) 的 平凡 解 是 稳定 的 ,此 时 泛 函 


Ла] = р [F,(q,t) + У, 04,018 (3.2. 42) 


在 所 建立 方程 组 (3. 2.33) 的 解 上 取 驻 值 ,而 函数 Е, (4,2) ЖЕ, 
(g,,t) 满 足 条 件 式 (3. 2. 40) 
研究 一 个 特殊 情形 ,此 时 所 得 结论 可 指出 方程 组 (3. 2. 33) 的 
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更 确切 的 结构 , 即 要 求 在 这 些 方程 的 解 上 泛 函 
Ла) = 186.) хм 624) 


取 驻 值 。 此 情形 对 应 方程 式 (3.2. 36) ~ (3.2. 38) Zea? F/ag? = 
1(v =1,2,…,n) 下 的 解 。 此 时 ,方程 式 (3. 2. 40) 成 为 


=p, + б) (и=1,2,--*,п) (3. 2. 44) 


由 此 得 知 ,函数 Ф, 可 取 
,= al ЖО (3.2.45) 


ДР И AER g,,…,q,,t 的 菜 函 数 。 因 此 ,在 所 论 情形 , 带 给 定 
特 解 式 (3. 2. 32) 的 方程 组 (3. 2. 33) 可 取 


au(q,t) 


q, = @,(t) + (3.2.46) 


其 中 函数 (аы) 应 如 此 选择 ,以 使 所 建立 的 方程 式 (3.2.46) 的 
解 存在 唯一 条 件 满足 ,并 使 


е seein 59 Фин) (3.2.47) 
此 时 , 泛 函 
Ла) = f [бан + 9,00, + У, Ја 


(3.2.48) 
在 方程 解 上 取 驻 值 。 方 程式 (3. 2. 46) 乃 是 力 函数 为 


U(q,t) + Yea, 


的 力作 用 下 质点 系 的 运动 方程 ， ПЕНЬ. 2.48) 2 Hamilton Ж 
义 下 的 作用 量 。 为 确定 规划 运动 式 (3. 2. 32) 的 稳定 性 条 件 , 组 成 
相应 的 扰动 方程 

_ 9U(q,t) 


(w =1,2,-+,n) (3.2.49) 


9=$(#) += 


й 
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进而 , 假设 此 方程 右 端 仅 依赖 于 扰动 э), ж, om, ERR 
ну єн} БА, НИНА, 


对 U 的 已 选 假定 式 (3.2.47) ,它们 从 不 依赖 于 一 次 项 开始 。 此 
时 ,扰动 运动 方程 式 (3. 2. 49) 乃 是 某 力学 系统 靠近 平衡 位 置 = 
0, ya, =0 在 有 势力 作用 下 的 方程 组 ,因此 加 在 函数 U 上 的 稳定 
条 件 ,可 按 关于 平衡 位 置 稳定 性 的 Lagrange 定理 来 确定 。 这 样 ,如 
果 函 数 SR 
0= У атт — g(t) ) 
„78 
(q, = @,() )”* + 004 - Ф(0)) 

式 中 :m 为 某 异 于 零 的 偶数 ,而 和 对 不 超过 mm 的 所 有 偶数 т, Ж 


Wla -ep(i) HEE 4, –ф,(1) (v=1,2,…,n) 的 高 于 m 阶 的 
项 ,那么 常 系数 ao 的 负 性 ( 某 些 可 能 为 零 ) 就 是 相应 规划 
运动 式 (3. 2. 32) 的 稳定 性 条 件 。 
3. 按 给 定 规划 运动 性 质 求解 
假设 质点 系 规划 运动 的 性 质 由 以 下 表达 式 描 述 , 即 
Ow laga) =0 (v=1,2,,n) KELSO 


ЖР o,(q,q.t) Hee to HERG qq) 上 独立 .有 界 、 连 续 且 对 所 
有 变量 9.9, t 的 可 微 函 数 。 使 运动 给 定性 质 式 (3.2.50) 为 特殊 
积分 总 合 的 微分 方程 组 的 集合 可 取 

ðw,- ðw,- ðw 


э тт ®,(@,9,9,t) (v,i = 1,2,++,n) 


ag Əq 
(3.2.51) 
其 中 尚未 确定 的 函数 B,(w,q,q,t) ЛЕГ ХЛ /,(а,а, 
t) (р = 1,2,…,n) ,在 这 些 广义 力作 用 下 带 给 定性 质 式 (3.2. 50) 
的 运动 是 可 能 的 ,并 满足 对 广义 力 的 假设 以 及 条 件 
®,(0,9,9,t) =0 (v =1,2,--,n) 
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要 求 所 建立 的 方程 式 (3. 2.51) 是 泛 函 
J[q] = | F(q,4,0,1)at (3.2. 52) 
to 


的 可 能 极 值 方程 。 
将 方程 式 (3. 2. 51) 与 对 泛 函 式 (3. 2. ы 的 Euler - La- 
grange 方程 相 比较 ,得 到 
oF 


ЭЁ olad) (v= (3.2.53) 
94, 
Ф, = 让 Chl (3.2. 54) 
进而 ,假设 给 定 的 积分 式 (3. 2. 50) 满 足 条 件 
met НВ (3.2.55) 
94: ðq, 


此 时 ,表达 式 (3. 2. 53) 允许 按 给 定 的 特殊 积分 式 (3. 2. 50) 建立 函 
数 F(q,q,o,t) , 据 式 (3.2.54) 此 函数 确定 待 求 方程 式 (3.2.51) 
的 右 端 。 这 样 , 带 给 定 特殊 积分 的 方程 组 (3. 2. 51) 可 表示 为 


es v ӘЕ(4,4,®,1 
до, + Бех + = (4:4, e034) (фри = 1,2,--,n) 
99; 94: ot 94, 


(3.2.56) 


КЖ Fq, q, 60,1) Б У ЕН (3. 2. 56) 解 的 存在 唯一 条 
件 , 且 


ӘЕ(4,4,®,1) 
ШЕ wat 
此 时 ,在 方程 式 (3. 2. 56) 的 解 上 , 泛 函 式 (3. 2.52) 取 驻 值 。 

为 得 到 给 定 规划 运动 式 (3. 2. 50) 的 稳定 性 条 件 , 组 成 对 函数 
w,(v=1,2,…,n) 的 扰动 方程 。 假 设 这 些 扰动 由 它 对 零 的 初始 
(= 加 ) 的 扰动 所 引起 。 由 式 (3.2.56) 可知 ,这 些 方程 有 如 下 形 
式 , 即 


=0 (v=1,2,++,n) (3.2.57) 
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. _dF(q,4,@,t) 
ej, = 
а, 

并 且 按 条 件 式 (3. 2. 57) 有 平凡 解 w =0(v =1,2,…,n)。 将 给 定 
的 规划 运动 性 质 式 (3. 2. 50) 解释 为 相 空 间 1g,4}+ 中 的 动 超 曲面 ， 
假设 这 些 曲 面 在 所 有 :二 t, 的 某 有 限 域 6, {9,4} СС!4,4} 上 始终 
存在 。 此 时 ,所 有 tty 在 包括 C 1q,91 的 某 有 限 域 6,1q,g| CC 

1q;9} 上 ,要 求 满足 不 等 式 
и) <0 (y=1,2,--,n) (3.2.59) 

q, 


这 个 不 等 式 就 是 规划 运动 在 下 述 意义 下 稳定 性 的 充分 条 件 : 对 无 
论 多 么 小 的 数 ,总 可 以 找到 这 样 的 数 5, 使 在 所 有 初始 扰动 w 
FAB 


(v=1,2,---,n) (3. 2. 58) 


Уре, (Чь,4ь 1) <6 
那么 ,在 以 后 对 上 > ty 成 立 不 等 式 
Ў. ой(а„&) <e 


现在 研究 一 个 特殊 情形 。 此 时 ,规划 运动 由 式 


o,(qa) =0 (›=1,2,з,л) (3.2.60) 
给 出 , 待 求 微分 方程 组 的 集合 可 写成 
= ет = ,(w,q,t) (v,i = 1,2,-+,n) 
(3.2.61) 


这 里 Ф, (о,4,1) 为 满足 条 件 
Ф,(0,4,1) = 0 


的 某 些 尚未 确定 的 函数 .要求 方 程式 (3. 2. 61) 是 泛 函 式 (3.2. 52) 
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的 可 能 极 值 方程 ,得 到 


2 
0, ел o,(q,t), 
94,94; 94, 
рун 2S ity. SL (3.2. 62) 
aq, 


由 此 得 知 , 泛 函 式 (3.2. 52) 应 取 


14] =f Уч (ада (3.2. 63) 
„т 
而 方程 式 (3.2. 61) 的 右 端 应 为 
Ф, = 4, юе (py = 12, (3.2.64) 


它们 在 这 些 方程 的 给 定 特殊 积分 式 (3. 2.60) 上 变 为 零 ,规划 运动 
对 给 定性 质 式 (3. 2. 60) 的 稳定 性 满足 不 等 式 


й а) о (да) <0 (iv = 1,240) (3.2.65) 


CRRA tat, EMBARK (3. 2. 60) KIR С, 14,9| 的 相 空间 
{4,4} 的 某 有 限 域 G, C G 上 成 立 。 
关于 规划 运动 的 例子 详 见 第 5 章 。 


3.3 非 完 整 运动 规划 


考虑 汽车 靠 位 问题 。 可 以 仅仅 向 前 或 向 后 驱动 ,并且 向 左 或 
向 右 转 舵 。 然 而 ,可 联 用 驱动 和 转 舵 使 汽车 运动 到 停车 位 置 。 令 
人 惊讶 的 是 ,一 个 下 落 的 猫 利用 有 趣 的 联合 操纵 ,总 能 用 腿 着 地 。 
汽车 靠 位 策略 和 下 落 猫 策略 表面 上 看 似乎 没有 联系 ,然而 ,从 力学 
角度 和 数学 角度 上 看 ,它们 正 是 非 完整 运动 规划 问题 的 两 个 例子 。 

非 完整 运动 规划 问题 涉及 机 器 人 系统 的 路 径 规划 ,它们 遵从 
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非 完整 约束 或 不 可 积 守恒 律 。 一 个 非 完整 约束 ,例如 ,平行 靠 位 时 
滚动 接触 约束 ,是 对 系统 速度 的 限制 , 它 不 能 被 积分 为 位 置 约束 。 
如 果 能 ,就 叫 完整 约束 了 。 类 似 地 ,一 个 不 可 积分 守恒 律 ,如 下 落 
猫 情 形 中 的 动量 矩 守恒 律 ,是 一 物理 定律 , 它 也 约束 了 系统 的 速 
度 。 可 将 这 两 个 范畴 归 为 一 起 。 非 完整 约束 经 常 出 现在 日 常生 活 
中 。 事 实 上 ,它们 比 完整 约束 更 为 一 般 。 一 个 完整 约束 限制 系统 
离开 位 形 空间 的 某 域 ,与 完整 约束 不 同 , 非 完整 约束 仅 限制 运动 的 
自由 。 遵 从 滚动 接触 约束 的 平行 靠 位 情形 ,作为 一 个 理想 的 说 明 
性 例子 。 首 先 ,如 果 汽 车 可 以 运动 到 人 行道 上 ,那么 ,不 经 心 的 错 
误 可 导致 事故 。 第 二 ,有 了 足够 的 关于 约束 的 知识 ,人 们 就 能 主动 
地 克服 或 操纵 约束 从 一 个 位 形 运动 到 另 一 个 位 形 。 下 落 猫 的 运动 
作为 男 一 说 明 性 例子 。 

通常 的 运动 规划 问题 已 有 很 长 历史 ,但 对 非 完 整 运动 规划 的 
研究 还 是 近年 的 事情 。 主 要 由 下 述 问题 的 研究 所 推动 。 

(1) 杂 乱 环境 中 行走 的 移动 机 器 人 。 

(2) 在 被 抓 对 象 曲面 上 滚动 的 多 指 手 。 

(3) 空 间 机 器 人 。 

(4) 超 声 电机 。 

在 非 完整 运动 规划 和 结构 非 线性 控制 之 间 联 系 的 研究 方面 主 
要 有 以 下 几 点 。 

(1) 非 完整 运动 规划 在 系统 规划 /控制 中 的 多 方面 应 用 ,如 歼 
余 机 器 人 、 空 间 基 机 器 人 ,甚至 单 腿 跳 虫 。 

(2) 非 线性 最 优 控制 的 经 典 与 现代 工具 的 应 用 。 

(3) 微 分 几何 方法 和 经 典 力学 用 于 表征 非 完整 运动 规划 
的 解 。 

(4) 用 于 计算 非 完整 运动 规划 的 无 碰 路 径 的 新 算法 。 

参考 文献 [2] 主 要 涉及 三 个 方面 。 

(1) 可 控 性 。 

(2) 移 动机 器 人 的 规划 运动 。 

(3) 下 落 猫 .空间 机 器 人 和 规范 理论 。 
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第 4 章 刚体 动力 学 中 的 逆 问 题 


重 刚体 绕 固定 点 运动 问题 是 理论 力学 中 最 激 起 好 奇 心 的 问题 
之 一 ,寻求 刚体 动力 学 问题 的 精确 解 乃 是 分 析 力 学 的 精华 。1758 
年 Euler 建立 了 刚体 动力 学 方程 并 给 出 刚体 动力 学 的 一 般 提 法 。 
№ 1758 年 至 1959 年 ,这 200 年 间 得 到 了 刚体 绕 定点 转动 问题 的 12 
种 解 , 其 中 3 种 为 通 解 ,9 种 为 特 解 。 各 种 解 的 发 现 没有 一 般 方法 ， 
主要 人 靠 研究 者 的 技巧 ,并 且 在 很 大 程度 上 带 有 偶然 性 5 。 刚 体 动 
力学 的 新 成 就 是 20 世纪 后 半期 以 苏联 Xapnamos 为 首 的 一 批 学 者 
的 贡献 。 根 据 已 知 积分 将 原始 方程 组 降 阶 的 问题 很 早 就 提出 来 
了 ,但 著名 的 方法 归结 为 异常 笨重 的 而 因此 实际 上 不 实用 的 方程 。 
Харламов 放弃 传统 的 主轴 ,引入 所 谓 专门 坐标 轴 , 新 选取 的 基本 
变量 在 此 坐标 轴 中 以 自然 方式 建立 , 因此 降 阶 基本 完成 。 所 得 到 
№ Харламов 方程 是 两 个 一 阶 方程 5 。 在 对 质量 分 布 的 一 个 限制 
下 ,Xapnamos 将 问题 归结 为 一 个 积分 一 微分 方程 。 

本 章 研究 重 刚体 绕 定 点 运动 的 动力 学 逆 问 题 , 包括 
Euler-Poisson 方程 及 3 种 经 典 可 积 情形 , 重 刚体 定点 运动 动力 学 
逆 问 题 ,刚体 运动 方程 的 封闭 ,刚体 运动 方程 的 修改 ,以 及 势力 场 
中 Hess 运动 的 条 件 等 。 


4.1 Euler-Poisson 方程 及 
三 种 经 典 可 积 情形 


本 节 给 出 刚体 在 重力 作用 下 绕 固 定点 О 转动 的 Euler 动力 学 
方程 和 Poisson 方程 ,Euler-Poisson 方程 的 三 个 第 一 积分 ,以 及 三 
种 经 典 可 积 情形 等 。 
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4.1.1 Euler-Poisson 方程 


设 刚体 总 质量 为 Nt, 刚体 质心 在 与 刚体 相 固 联 的 轴 系 中 的 坐 
标 为 x.,y.,z., 铝 垂 向 上 的 单位 矢量 在 动 系 上 的 投影 为 y,y',y"。 
假设 动 系 轴 为 刚体 对 点 O 的 惯性 主轴 ,惯性 主 矩 为 4,B,C。 刚 体 
角速度 在 动 系 上 的 投影 为 P,g,r。 Euler 动力 学 方程 为 


4 £ + (C -B)qr = Mg(z,y' – уу") 


F + (А – С)тр = Mg(x,y" = z,y) (4.1.1) 


dr 
ст + (В – А)рд = Mg(y.y - x.y") 


在 Euler 动力 学 方程 式 (4. 1. 1) 中 出 现时 间 : 的 六 个 未 知 函数 
P 了 ,49,7，,Y，Y'，,Y" 以 及 表征 刚体 质量 分 布 的 六 个 常数 4,B,C,x,,y,， 
z.。 为 求 得 这 六 个 未 知 函 数 , 需 再 补充 三 个 方程 。 由 铝 垂 向 上 单位 
矢量 的 端点 速度 在 固定 坐标 系 中 等 于 零 , 得 到 


dy dy’ dy” 

— = гу! = qy",— = ру" - ry, — = qy- ру! (4.1.2 

dt dt dt ( ) 
这 就 是 Poisson 方程 。 


对 六 个 未 知 函 数 р,д,г,у,у',у” 的 六 个 非 线性 微分 方程 式 
(4.1.1) 和 式 (4. 1.2) 称 为 Euler-Poisson 方程 。 


4.1.2 Euler-Poisson 方程 的 三 个 第 一 积分 


现 将 Euler-Poisson 方程 式 (4. 1.1) 和 式 (4.1.2) 写成 
dp z dq dr dy Чу’ _ dy” 


其 中 
P = [Mg(z.y' = yy") - (С-В)! А" 


Q = [Mg(x.y” – 2,у) - (A - C)rp| В" 


(4.1.4) 
R = {Mg(y.y — xy’') – (B - A)pq| Cc" 
Г =m = 9у",Г' = py - ny, T” = gy = ру 
方程 式 (4. 1.3) 还 可 写成 
а мена ais) 


| PO E TO i F 

为 解 方 程式 (4. 1.1) 和 式 (4. 1.2) ,需要 知道 六 个 独立 的 第 一 
积分 。 但 是 ,由 关系 式 (4.1.4) PORT T" tk Bl] 
t, 因 此 只 需求 得 不 含 : 的 五 个 第 一 积分 就 够 了 。 进 而 ,因为 1 是 
Euler-Poisson 方程 的 最 后 乘 子 , 据 Jacobi 定理 ,只 要 知道 四 个 第 一 
积分 就 够 了 0 。 

Euler-Poisson 方程 有 三 个 不 含 时 间 的 独立 的 第 一 积分 。 

(1) 能 量 积分 。 将 六 个 方程 式 (4. 1. 1) (4.1.2) 两 端 分 别 
乘 以 P,g,r 和 Mex, „Мау. „Маз, 然后 相 加 ,并 积分 得 


Ар? + Ва? + СР + 2Mg(x,y + y.y' +z") = c, = 2h 
(4.1.6) 


(2) 面积 积分 。 将 六 个 方程 式 (4. 1.1) ASR (4.1.2) 两 端 分 
别 乘 以 y,y',y" 和 hp,Bg,Cr, 然 后 相 加 ,并 积分 得 


Apy + Вау’ + Cry" = с, (4.1.7) 
(3) 平凡 积分 (几何 积分 ) , 即 
y+y +y”? =c=1 (4.1.8) 


有 了 这 三 个 经 典 第 一 积分 ,刚体 绕 定点 转动 问题 的 解 归 结 为 
寻求 第 四 个 积分 。 
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4.1.3 Euler-Poisson 方程 的 三 种 经 典 可 积 情形 


需 补充 的 第 四 个 第 一 积分 , 虽 经 众多 数学 家 的 努力 ,但 在 一 般 
情形 下 尚未 找到 。 在 对 刚体 质量 分 布 的 限制 下 , 即 对 常数 4,B,C， 
x, y. |z, 的 限制 下 ,补充 的 第 一 积分 仅 在 下 列 三 种 情形 中 求 得 。 

(1) Euler 情形 。 在 Euler 情形 ,有 

% 二 (4.1.9) 
即 质心 在 固定 点 上 ,此 时 Euler 动力 学 方程 式 (4.1.1) 有 如 下 形 
式 , 即 


Aes (С-В) =0 
dt 
dq 

Ba + (А С) = 0 (4.1.10) 
t 


dr 
C +(В-4)рч =0 


将 方程 式 (4. 1. 10) 两 端 分 别 乘 以 Ap Ba 和 Cr, 然 后 相 加 并 积分 ， 
得 到 第 四 个 积分 , 即 


Ap + Вр + Cr = с, (4.1.11) 
(2) Lagrange 情形 。 在 Lagrange 情形 ,有 
A=B,x,=y, = 0 (4.1.12) 
在 此 情形 ,方程式 (4. 1.1) 的 最 后 一 个 形式 ,有 
4 =0 
而 第 四 个 积分 为 
г= с (4.1.13) 
(3) Ковалевская 情形 。 在 Ковалевская 情形 ,有 
Á = B =2б,у, = 2,20 (4.1.14) 


ҖЕ] , Euler-Poisson 方程 有 补充 的 第 一 积分 
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(р? -gq - су)? + (2pq - cy’)? = с, (4. 1. 15) 
其 中 
Мұх, 
<= Me 
以 上 三 种 情形 , 问题 归结 为 求 积分 。 在 前 两 种 情形 中 ， 
Euler-Poisson 方程 的 通 解 表示 为 时 间 的 椭圆 函数 ,而 在 第 三 种 情 
形 表示 为 时 间 的 超 椭 圆 函 数 。 
如 果 不 仅 对 质量 分 布 加 以 限制 ,而 且 对 运动 的 初始 条 件 也 加 
以 限制 , 则 找到 的 解 为 特 解 。 从 1890 年 到 1959 年 ,人 们 总 共 找 到 
九 种 特 解 , 即 Hess 情形 (1890 4Е) „Бобылев - Стеклов 情形 (1896 
年 ) \Crexnos 情形 (1899 年 ) „Горячев 情形 (1899 年 ) Чаплыгин 
情形 (1904 年 ) .Kowalewski 情形 (1908 年 ) „Горячев — Чаплыгин 
情形 (1900 年 ) „Grioli 情形 (1947 4Е) Харламова 情形 (1959 年 ) 。 
刚体 动力 学 正 问题 就 是 从 Euler-Poisson 方 程 出 发 来 求 得 运动 
性 质 以 及 最 终 的 解 ,问题 归结 为 寻求 第 四 个 积分 。 


42 重 刚体 定点 运动 的 动力 学 逆 问 题 


在 一 般 情形 下 ,刚体 运动 性 质 作为 第 四 个 积分 (或 特殊 积分 ) 
来 给 定 , 按 所 有 积分 流 形 来 组 建 相应 的 动力 学 方程 。 因 为 此 时 相 
应 的 运动 学 方程 是 已 知 的 , 即 Poisson 方程 式 (4. 1.2) ,因此 ,建立 
运动 方程 的 问题 乃 是 用 Euler 动力 学 方程 式 (4. 1.1) 来 封闭 运动 
学 方程 的 问题 。 进而 ,由 所 建立 的 方程 得 到 加 在 刚体 质量 几何 上 
的 充 要 条 件 ; 使 得 运动 方程 具有 给 定 的 积分 。 由 这 些 条 件 可 得 到 
刚体 定点 运动 方程 存在 代数 积分 的 已 知 经 典 情形 以 及 某 些 特殊 可 
积 情形 。 


4.2.1 问题 的 提出 


为 讨论 方便 起 见 , 取 记号 
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ху = P,% = q,xs = r,x, = 7,%5 = 7'›% = у" 
SEAM ИНЖЕ ла TEJA 
试 建立 Euler 动力 学 方程 
5, = f(x) (s = 1,2,3) (4.2.1) 
根据 下 述 第 一 积分 


w = 3-04 + Bx; + Сәд) + Mg(x,x, + ух; + 2,55) = с, 


јо, = Axixs + Вх,х; + Сху = c, 
w, = @у(ху,,%) = су 
(4.2.2) 
以 及 Poisson 方程 
Xa = жж — Хах = fa 
tg, = Жү i= SX. = Ss (4.2.3) 
Xe = mx, — 0155 = fç 
使 得 Euler-Poisson 方程 式 (4. 2. 1) (4.2.3) 的 第 一 积分 
wo = +22 +m =1 
wl tistg a) =e, Ce =1,2,3) (4.2.4) 
是 独立 的 , 且 相 容 的 。 

所 提问 题 是 不 完全 微分 方程 组 (4. 2.3) 按 给 定 积分 流 形式 
(4.2.2) 来 封闭 的 问题 。 为 解 此 问题 , 据 第 1 章 给 出 的 方法 ,要 组 
成 使 给 定 表达 式 (4. 2.2) (ЖА с, = 0 的 情形 ) 是 方程 组 (4. 2. 1) 
和 式 (4.2.3) 的 积分 的 充 要 条 件 。 将 式 (4. 2.2) 对 时 间 求 导数 ,得 
到 关于 加 ,六 56 的 代数 方程 ,再 将 式 (4. 2.3) 代入 消去 如 ,入 ， 
站 ，, 便 得 到 关于 六 入) 坟 的 三 个 代数 方程 , 解 此 方程 , 便 得 到 待 求 
Euler 动力 学 方程 组 , 即 


aa GG - f) (Gz,8, — Brady) — BC(8 sf) fy + 
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Ме (т, - f) (Bxsó, — Схё,) ] + Ф, 

i = L(G - f) (Am8, - Съд) - СА Л, + 
Mg(r, - f) (Cx, - Axs6;) ] + Ф, 

ae LUG +f) (Ba, - Ax,8,) – AB(8 Л + 


Mg(r, * f) (Ажб, — Вх,б,) ] + Ф, (4.2.5) 
RH :G(Ax, ,Bx,,Cx,) 是 刚体 对 定点 0 的 动量 矩 ; 当 c, 为 任意 党 
Rc, #0) HD, = Ф, = Ф, =0; 当 c = 0 В, Ф, = BCGH， 
Ф, =САФ/,,Ф, = АВФ,, Ш Ф = B(xi,xy,…,x6) 为 满足 条 件 
Ф\„. = 0 的 任意 函数 ;A = BC6,f, + CA8,f, + ABB sf # Ofr, 
Л.) = бо хо; бо (хх ,x6) 为 铅 垂 单位 矢量 ;8(6, ,6; ,66) ‚б, = 


ðw, _ 
a = 1,2,.…,6)。 


由 方程 式 (4.2.5) 可 直接 得 到 Euler 情形 .Lagrange 情形 、 
Ковалевская 情形 的 已 知 动力 学 方程 。 

将 x ,x,，,… ,xe 作为 示 点 М 在 给 定 积分 流 形式 (4.2.2) 上 的 
坐标 来 研究 ,要求 所 建立 的 方程 式 (4. 2.5) 与 重 刚 体 绕 定点 运动 
的 已 知 Euler 动力 学 方程 相等 ,此 时 考虑 到 在 积分 流 形 2 上 有 Ф, 
= @, = @, = 0, 得 到 

(B - C)x,%, + Mg(z.xs – у,х,) = Аф, 

(C-A)xx + Mg(xxç – 2,х,) = Be, (4.2.6) 

(А-В) хх, + Ме(у,х, — xxs) = Сз 
P01 pps 为 方程 式 (4. 2.5) ЖФ,,Ф,, Ф, 时 的 右 端 部 分 。 等 
式 (4.2.6) 就 是 刚体 定点 运动 的 动力 学 方程 式 (4. 2. 1) 和 运动 学 
方程 式 (4.2.3) FETE MK (4.2.2) 的 第 一 积分 的 充 要 条 件 ,并 
作为 解 下 述 问题 的 原始 方程 。 

确定 加 在 刚体 质量 几何 (4,B,C,x.,y.,z.) 和 刚体 运动 的 动力 
学 指标 (完整 约束 `\ 非 完整 约束 伺服 约束 ) 上 的 条 件 , 当 这 些 条 件 
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满足 时 ,方程 组 (4. 2. 1)、 式 (4.2.3) 的 给 定 第 一 积分 式 (4.2.2) 
成 立 。 

此 外 ,等 式 (4. 2.6) 还 可 用 于 解 其 他 问题 ,例如 ,在 给 定 的 第 
一 积分 和 给 定 的 刚体 质量 几何 的 限制 下 ,来 确定 必要 的 约束 ,以 及 
在 给 定 的 加 在 刚体 上 的 约束 和 给 定 的 质量 分 布下 来 确定 特殊 
a, 


4.2.2 经 典 积分 存在 的 情形 
利用 等 式 (4. 2.6) 可 以 得 到 刚体 绕 定点 运动 的 某 第 四 个 经 典 


积分 存在 的 条 件 。 
假设 给 定 方程 组 (4. 2. 1) 和 式 (4. 2.3) 的 下 述 积分 
oy = HRA + В + С) =e (4.2.7) 
此 时 ,有 


ô = Ах, ‚6 = Bx, ‚6 = Cay, 
ô, = 8; = 6, = 0,4 = ABC(G · f) 
Euler 动力 学 方程 式 (4. 2.5) ,此 时 写成 


Ax, = (В – С) хох, + Mg( Cxsxs — Bxax6) a р 

Bx, = (С-А)жзх, + Mg(Axixe — Слух. ) = a 

Ci, = (A — В)хух, + Mg( Bxyx, — Axixs) Z 2 
(4.2.8) 


方程 组 (4. 2.3) 和 式 (4. 2.8) 存在 积分 式 (4. 2.7) 的 充 要 条 件 是 
等 式 (4. 2.6) ,有 


(zxs -yex6)(G +f) = (Cxaxs — Вхзх,) (r, + f) 
(xsx6 — zx.) (G f) = (Ажль — Cx,x,)(r. +f) (4.2.9) 
(уж -Xex5)(G <f) = (Вх,х, — Axizs) (r, + f) 
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由 此 得 知 , 当 刚体 质心 位 于 固定 点 , 即 x。 = у, = z, = 0 时 , 式 
(4.2.9) 成 立 。 刚体 质量 的 这 种 分 布 是 存在 给 定 积分 式 (4. 2.7) 


的 充分 条 件 。 这 就 是 著名 的 Euler 情形 。 
用 类 似 讨论 ,可 以 证 明 , 刚 体质 量 分 布 为 
A=B,x, = у, = 0,2, #0 (4. 2.10) 
是 存在 积分 
ws = = Shey (4.2.11) 
的 充分 条 件 。 这 就 是 著名 的 Lagrange 情形 。 刚 体质 量 分 布 为 
А = В = 2С,у, =z, =0,x, #0 (4.2.12) 
是 存在 积分 
Рея - = = пх,)? + (2х1, = пх,)? = су 
[n = ка. (4.2.13) 


的 充分 条 件 。 这 就 是 著名 的 Ковалевская 情形 。 

等 式 (4. 2. 6) 还 可 以 解 如 下 问题 : 当 具有 给 定 约束 时 ,来 确定 
与 给 定 积 分 相应 的 刚体 质量 分 布 。 

例如 ,给 定 刚体 定点 运动 方程 的 第 四 个 代数 积分 


ws = a(x, +) -nxt = o (n= Ms.) (4.2. 14) 
而 在 运动 过 程 中 满足 条 件 (约束 ) 
4(xix4 + х,х;) + ху = 0 (4.2. 15) 
据 已 知 积分 wo =c, WRA = В =4C, 则 条 件 式 (4.2. 15) 满足 ,这 
意味 着 刚体 对 定点 的 动量 矩 在 运动 过 程 中 保持 在 水 平面 上 。 此 
时 ,有 
б, = 2xixa — nx,,5, = 2х„х,, 
б, = x, +®,,б, = 8, = 0,5, =—пл\, 
А =8C[2(x, +) - x° lfs – 4пС°х/, = 0,(G + f) = —3Сху, 
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将 这 些 表达 式 代 人 式 (4. 2.6) ,并 注意 到 式 (4. 2. 15) ,得 到 
8С'(у„/; +z, fs) [2xs (x? + x) — жж] = A(z.xs — уж) 
8С? (y, f; + z, fs) [ххух; — 2x4(x, +ж,)] =- Дах, 
8C (y, fs + z, 5) а = Дум 

(4.2.16) 

由 此 直接 得 到 刚体 的 相应 质量 分 布 

у; = z, = 0 
在 此 分 布下 , 考虑 到 约束 式 (4.2.15), 存在 给 定 的 积分 式 
(4.2. 14) 。 注 意 到 ;所 得 到 的 刚体 质量 分 布 
А = B = 4С,у, = z, = 0,x, # 0 

对 应 于 刚体 定点 运动 的 一 个 特殊 情形 , 即 Горячев - Чаплыгин tif 

形 。 

4.2.3 线性 积分 的 存在 

假设 刚体 定点 运动 方程 的 积分 对 瞬时 角速度 的 投影 是 线性 
的 ,并 表示 为 
w, = Аах, + Bbx, + Ccx; = с, (4. 2. 17) 
其 中 a,b,c 为 待定 常数 。 在 此 情形 ,有 
ô, = Aa,6, = Bb,8, = Cc,8, = $; = ôs = 0, 
A = ABC(af, + bf; + of) #0 
为 解 此 问题 , 首先 建立 动力 学 方程 式 (4.2.5) , 使 其 有 已 知 积分 
в, =C,,0, = с, 以 及 给 定 的 线性 积分 式 (4. 2. 17) 。 这 些 方程 组 成 


下 述 方程 组 
à = FEL (G - f) (bx -co) + Mg(r, * f) (cxs — bxs) ] 


э = HCG -Л (om, - am) + Me(r: - f) (axe — ex.) ] 


125 


a, № 431 (6 *f) (ах, — bx,) + Мв(г. - f) (bx, — axs) ] 


(4.2.18) 


进而 ,组 成 存在 给 定 线性 积分 式 (4. 2. 17) 的 充 要 条 件 。 这 些 条 件 
可 由 方程 式 (4. 2. 18) 的 右 端 部 分 和 已 知 的 Euler 方 程 的 右 端 部 分 
相等 来 得 到 ,有 


(B - С)х,х, + Mg(z.%5 — у») = 


ABC 106 - f) (bx, — cx) + Mgr, - f) (cx, — bx) | 


(C - А) хх, + Ме(х.х6 —z%4) = 


SICG - f) (en ~ am) + Ma(r, +) (ал, ~ exo) | 


(А – B)x,x, + Mg(y,x, — xs) = 


AAG ` (ах, = ba) + Malr, + P) (ba - ass) | 


由 此 分 成 两 组 
(re + f) ex; = bxs) = (zas = yoxs) (ар, + bf, + fe) 
(г, +f) (аж = с) = (xs = 2.44) (af, + bf, + fe) 
(т. Р) (bt, – axs) = (уж = хх) (af, + bf, + of) 
(4.2. 19) 
以 及 
(G +f) (bo - em) = (8- С), 12. 
(G - f) (cx, -am) = (С -Ayza 24 (4.2.20) 


(С - f) (ах, – bx,) = (А – В)х 


等 式 (4. 2. 19) 允许 确定 待 求 积分 常数 为 
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A 
172 АВС 


а= xj,b ey = z, 
此 时 ,等 式 (4. 2. 20) 写成 
(G - f) (yas а) = (r, ° f) (B - С) 
(G - f) (zx — xx3) = (r, -f)(C - А)х,х, (4.2.21) 
CG- f) (xn = yan) = (r, * f) (A - B)xin, 
所 得 等 式 (4. 2.21) ,在 下 述 任 一 条 件 满足 下 成 立 , 即 


АВ; = y= 0,2,0 (4.2.22) 

2А = B,s, = s, =0,у, #0 (4.2.23) 
А(В - С) -C(A-B)z =0,у. =0 (4.2.24) 
A=B=C (4.2.25) 


这 些 条 件 分 别 对 应 如 下 已 知 可 积 情形 :Lagrange 1# (в, = с,); 
Стеклов-Бобылев 情形 (w, = c;);Hess-Annenspor 情形 (w，= 
0) ;完全 对 称 刚体 情形 (w，= сз) 
注意 到 ,等 式 (4.2.21) 亦 可 作为 约束 方程 来 研究 ,在 此 约束 
下 有 线性 积分 
ws = Ах,х + Вух, + Czx3 = с, (4.2.26) 
将 式 (4. 2.21) PERDIA х,у, ,z。, 再 将 结果 相 加 ,得 到 
[(B – C)x.x;x, + (С — А)уу,х,х, + (A — В)зхух,](гт„./) = 0 
(4.2.27) 
由 此 得 知 ,如 果 在 运动 的 运动 学 元 素 上 施加 由 方程 
fi=0 (i =4,5,6) (4.2.28) 
描述 的 约束 ,或 者 施加 由 方程 
(B - С)х,х,х, + (C—A)yxx + (A-B)zxx, = 0 
(4.2.29) 
描述 的 约束 , 那么 , 刚体 定点 运动 方程 允许 存在 线性 积分 式 


(4.2.26)。 此 时 ,约束 式 (4.2.28) 描述 刚体 绕 铅 垂 轴 的 永久 转 
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动 ,而 约束 式 (4. 2.29) 对 应 Staude 永久 转动 情形 。 
4.2.4 刚体 运动 的 控制 


按照 已 知 积分 wl = суу; = с, 以 及 假设 的 积分 w。， = с, 所 建 
立 的 动力 学 方程 式 (4. 2. 5) ,可 用 于 解 刚体 定点 运动 的 控制 问题 。 

提出 如 下 问题 :给 定 重 刚体 定点 运动 性 质 ,由 表达 式 

@3(%, ,%2,°°°,%) = 0 (4. 2. 30) 
来 描述 , 试 确定 控制 力矩 M. ,使 得 带 给 定性 质 ( 式 (4.2.30) ) 的 运 
动 是 刚体 的 一 个 可 能 运动 。 

在 此 问题 中 , 带 给 定性 质 ( 式 (4. 2. 30) ) 的 刚体 运动 就 是 规划 
运动 ,而 性 质 本 身 就 是 运动 规划 。 注意 到 ,规划 式 (4.2.30) 应 是 
运动 方程 式 (4. 2. 1) \ 式 (4.2.3) 的 一 个 特殊 积分 。 假 设 这 个 积分 
独立 于 积分 в = 1,0, = c1,w，= cs, 而 函数 w(xi ,x,，,… ,x6) 在 
包括 曲面 式 (4. 2.30) 的 = 领域 所 有 点 的 某 域 和 xi ,x,,…,xe} 上 
对 所 有 变量 是 可 微 的 。 为 解 所 提问 题 ,将 动力 学 方程 式 (4.2.1) 
表示 为 

Ах, = (B – С)х,х, + Mg(z.xs — y,xç) + М 

Bi, = (C - А)х,х, + Mg(x.xé -zz4) + М„ (4.2.31) 

Cs, = (А – В) хх, + Mg(yx, — х„х;) + М, 
PM. MM, 为 待 求 控制 力矩 在 动 轴 上 的 投影 。 此 时 ,可 根据 
给 定 积分 , 建立 方程 式 (4.2.31) 来 解 所 提问 题 。 将 w = а, 
в, = co = 0 对 时 间 t 求 导数 ,其 中 出 现 的 % ,%s ,ze 用 式 (4. 2.3) 
替代 ,zi ,%,,% 用 式 (4.2.31) 替代 ,并 解 出 控制 力矩 ,得 到 


м. =- АВС, + @, 
А 
M,, = - ABC, +Ф, (4.2.32) 


Ач, 
А 
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其 中 
N= [(В – С) х; + Mg(z.%5 一 yox6)] A + 


[(C - А) зх, + Mg(x.xç — zx.) ] Я * 


ë. 
[(А – В), + Ме(у,х, — xxs) ] T а 


Š, fa + 55 fs + ó, fç 
Ф, =ЛФ,Ф, = fsb, D, = Ф 

ТФ = D(x, ,x,，,…,%xe) 为 在 曲面 式 (4. 2.30) 上 变 为 零 的 任意 函 
数 。 

注意 到 ,如 果 给 定 积分 式 (4. 2. 30) 是 刚体 定点 运动 方程 在 已 
知 可 积 情形 (经 典 的 ,特殊 的 ) 中 四 个 独立 第 一 积分 的 结果 ,并 满 
足 加 在 刚体 质量 几何 上 的 条 件 ,那么 有 

М. =/,Ф,М„ = /;,Ф,М„ = f$ (4. 2. 33) 

由 此 得 知 ,如 果 相 应 示 点 M(x, „м, ,…,xe) 在 曲面 式 (4.2.30) E, 
那么 控制 力矩 变 为 零 。 

作为 刚体 定点 运动 控制 的 例子 ,研究 确保 刚体 广义 进 动 的 问 
题 。 这 个 问题 表示 为 刚体 动力 学 逆 问 题 的 下 述 形 式 :确定 控制 力 
Я: ,在 此 力矩 作用 下 刚体 完成 广义 进 动 。 所 谓 广义 进 动 是 指 , 在 运 
动 过 程 中 瞬时 角速度 矢量 w 在 由 铅 垂 单位 矢量 9。 和 重心 矢 径 л, 
所 组 成 的 平面 上 。 注意 到 ,广义 进 动 可 以 在 不 加 补充 控制 力 , 仅 在 
加 在 刚体 质量 几何 和 角速度 上 的 补充 限制 下 来 实现 。 应 用 按 运 动 
本 身 的 给 定性 质 建立 运动 方程 的 方法 ,可 以 给 出 控制 力矩 ,在 此 力 
矩 作用 下 存在 刚体 的 广义 进 动 , 而 对 质量 几何 和 运动 指标 不 加 任 
何 限制 。 在 所 论 问题 中 , 描述 广义 进 动 的 给 定 的 特殊 积分 有 如 下 
形式 , 即 


@ = |z, x, x,|= 0 (4.2.34) 
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Ó, = 2.55 — у,%,б; = XxXe — 1154,03 = у, — Xexs 
б, = Yex3 — 2,х,,8; = 105) — ж,ху,ф; = мох, — YX, 
(4. 2.35) 


将 式 (4. 2. 35) 代入 式 (4. 2. 32) , 便 可 求 得 力矩 投影 М.,М„,М., 
在 此 力矩 作用 下 存在 刚体 的 广义 进 动 。 如 果 在 初始 时 刻 有 ws (х\, 
”ax6) 1,-w = 0, 那 么 在 此 力矩 作用 下 将 发 生 广 义 进 动 。 


4.3 刚体 运动 方程 的 封闭 


被 众多 数学 家 和 力学 家 描述 的 刚体 定点 运动 的 Euler 方程 的 
解 ,与 下 述 问题 密切 相关 :在 怎样 的 条 件 下 ,方程 具有 某 些 与 刚体 
以 确定 性 质 运动 相应 的 特殊 类 型 的 解 。 寻 求 Euler 方程 解 的 特殊 
情形 ,在 很 大 程度 上 在 19 世纪 至 20 世纪 之 交 展开 了 ,照例 归结 为 
寻求 第 一 积分 或 特殊 积分 ,并 且 研 究 它们 的 存在 问题 ,这 都 是 逆 问 
题 表 征 的 。 但 是 ,动力 学 逆 问 题 的 统一 解法 只 是 在 20 世纪 60 年 代 
至 70 年 代 才 研究 的 ,并 以 此 为 基础 按 给 定 的 积分 流 形 或 一 般 按 给 
定 规划 来 组 建 微分 方程 组 。 


4.3.1 刚体 运动 方程 的 封闭 


假设 封闭 运动 方程 组 写成 如 下 形式 , 即 

& = Х(х) (ij = 1,2,--+,n) (4.3.1) 

式 中 :(%i 4225777, %,) е R";X, HERG C К" 上 确定 的 C 类 函数 ， 

ЖН (п - D (1 < п) 个 方程 的 右 端 是 zi ,xz ,zx。 的 已 知 函数 。 此 

时 ,封闭 问题 归结 为 确定 函数 X, ,X,,… ,XX 的 结构 , 使 得 由 相 容 
等 式 

w(x) =а,,а, = 常数 (u =1,2,-+,m) (4.3.2) 

所 确定 的 R" 中 的 流 形 О 是 方程 组 (4. 3. 1) 的 积分 。 
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此 问题 的 解法 如 下 。 将 式 (4. 3.2) 按 方程 式 (4. 3. 1) 求 导数 ， 
得 到 


dw, 

x, = Ф, 
UH: ®, H Еругин 函数 ,它们 在 由 等 式 (4. 3.2) 确定 的 积分 流 形 
上 变 为 零 。 MRL = m, 那 么 X,,, ,…,X, 是 任意 的 ,而 由 前 面 m 个 


线性 方程 式 (4. 3.3) 解 得 
X, = 1 (АЫФ, -AX (i,k = 12, mj = т + 1,m +2,,л) 


(ш = 1,2,---,m;i = 1,2,---,n) (4.3.3) 


(4.3.4) 
式 中 :4u 为 行列 式 A = Е 0 的 元 素 (k,i) 的 代数 余子 


mxm 


IA” 为 由 4 第; 列 用 方程 式 (4. 3.3) ERRERA у IER TET II 
式 。 如 果 1 < m, 那 么 当 按 方程 式 (4. 3.4) 构造 的 万 ,Х, ,---,Х, 与 
封闭 方程 组 给 定 的 右 端 相 重合 时 ,问题 就 有 解 。 

作为 方程 式 (4. 3.1) ,研究 Euler 动力 学 方程 


š 1 

ži = Amas +M. = 

% = Bai + TM, = f, (4.3.5) 
¿ 1 

3, = Сухух, + сМ» =f; 


式 中 :% ‚хх; 为 刚体 瞬时 角速度 o 在 对 定点 O 的 惯性 椭 球 主轴 
Ox,0y,0z 上 的 投影 ;4,B,C 分 别 为 对 轴 0x,0y,0z НЕЕ; 


Co = 52 = 1,2， 


3) 为 作用 在 刚体 上 的 力 的 主 矩 M, 在 轴 上 的 投影 , 并 研究 封闭 方 
程 组 


4 = (ть, as) (i = 4,5,6) (4.3.6) 
其 中 变量 x, xs ‚л 以 某 种 方式 确定 刚体 在 力 场 中 的 位 置 。 例 如 ， 
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它们 可 以 是 确定 与 刚体 国联 的 坐标 系 Oxyz 相对 于 空间 固定 坐标 
Ж Ogni 的 位 置 的 Euler 角 ,此 时 方程 式 (4. 3. 6) 乃 是 Euler 运 动 学 
方程 


@ = x; 一 (xisinp + х,соѕф) 
ф = (x,sing + х,соѕр)/ѕіпб (4.3.7) 


в = x cose 一 x,sing 
或 者 是 空间 某 固定 轴 , 如 ОД, ЕАК Oxyz 中 的 方向 余弦 V „у, 
y ,此 时 方程 式 (4.3.6) 7538 Poisson 方程 
Yi = BY 一 和 73 7 = ху, — Kay1 73 = хуу — жу, 
(4.3.8) 
假设 刚体 运动 规划 式 (4. 3.2) 用 下 述 等 式 给 出 , 即 
м, (хх, ,°*,%®) = a,,a, = Ж (и = 1,2,3) (4.3.9) 
此 时 在 A = det(6,)sa #0 的 前 提 下 ,其 中 5 = (дш„/дх,)(и = 
1,2,3 = 1,2,…,6) ,封闭 方程 组 按 式 (4. 3.4) 写成 


š = д (ыФ, А) (i,k = 1,2,3 = 1,2,1,6) 


(4.3. 10) 


令 方 程式 (4. 3.3) 和 方程 式 (4. 3. 10) 的 右 端 相 等 ,就 给 出 为 确定 
Л М, ,M, My 的 方程 组 。 如 果 在 式 (4. 3.9) 中 某 些 a, 是 任意 常 
数 ,那么 相应 的 D, 在 全 空间 尽 (лух, ох) 中 变 为 零 。 特别 地 ， 
当 所 有 等 式 (4. 3. 9) 都 是 第 一 积分 时 , 对 力矩 的 方程 可 写成 如 下 
形式 , 即 


M 1 

4ox2x3 + a =- A + А”); + Af) 
М, 

Вох Ep =- (Af, + А®), + A%f,) (4.3.11) 
М. 1 

Coxi% Ea any (an + АХ + A*f,) 
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这 些 等 式 在 任何 情形 都 应 在 流 形 2 上 成 立 。 如 果 力 矩 由 式 
(4.3.11) 确定 ,那么 等 式 (4. 3. 9) 将 是 第 一 积分 。 在 此 情形 ,2 与 
全 空间 重合 。 根据 A 5 0, НА (4.3.11) 可 将 x ,x, ,x 表示 为 
Xa >s ,Xe 的 函数 。 此 时 ,由 式 (4.3. 11) 确定 М, (x4 ,%5,%6) (i = 1, 
2,3) ,而 刚体 在 仅 依赖 于 хз хз хо 的 主 矩 的 力 场 中 按 性 质 式 
(4.3.9) 而 实现 运动 。 当 a, 是 一 些 固定 数 的 情形 ,需要 变量 的 初 
值 满足 条 件 (4. 3.9) 。 
假设 力 场 是 有 势 的 ,此 时 在 式 (4.3.9) 中 可 取 


Wi = Hag + Bx, + C) = U(x,,%s,zé) = h 
(4.3.12) 


式 中 :7 为 力 函 数 ;h 为 能 量 常数 。 在 A = Ах,Д, + Вх„А„ + СД, 
FO 的 情形 ,展开 表达 式 A”, 则 等 式 (4. 3.11) 有 如 下 形式 , 即 
ЗР" a Е Hani, + М, (Вх,бу = Ск) + 
М, ( Cx,5, — Bx,6,,)] 
Воља + = TL Ant, + М, (Суб, — Анд) + 
N, (Axi6» — Сх,ё„ )] 
Суң, + ” = Hast, + М, (xiba ~ Ва,8, + 
N; ( Bx;8,, — Ахуб„ )] 
(4.3. 13) 
其 中 
0, = —f + ohh + ou, 
N, = by fy + 6;s fs + ôn fs 
N, = бы fa +65 fs + 6 fs 
如 果 = @,zs = ф,х = 0,BEZ ‚70% M, 与 力 函 数 的 关系 为 
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2180. aU sing , aU 
M, = peace + ар sind + Fy ined 
HTU. ðU cosg _ aU. 4.3.14 
Mak E aa eh 
ðU 
M, = — 
` СЗ 
MUR x, = ух; = у,, = ys, MAAR М, 与 力 函数 的 关系 为 
aU au 
M ere 
ее ау, y: дуз 
ðU ðU 
M. =e (4.3. 15) 
tfi ду, Уз ду, 
90 ди 


М, 7: Wey, 


将 由 式 (4.3.9) 解 出 的 变量 x, ‚х,, 的 表达 式 代 人 式 
(4.3.13) ,可 导出 对 函数 U(x, ,x; ,xe) 的 线性 偏 微分 方程 组 。 如 
果 所 得 系数 满足 这 类 方程 的 可 解 条 件 ,那么 ,所 得 函数 U 确 定 一 个 
力 场 ,刚体 在 此 力 场 中 按 给 定 的 规划 式 (4.3.9) 完成 运动 。 当 a, 
是 某 些 固定 数 时 , 则 需 变量 的 初 值 满足 相应 的 关系 式 (4. 3. 9) 。 

如 果 函 数 оо, 依赖 于 某 些 参 数 p ,那么 偏 微分 方程 式 (4. 3. 13) 
的 系数 就 依赖 于 这 些 参数 ,因此 ,所 得 函数 有 U = U(x,p) ,而 力矩 
ЯМ, = М,(х,р). 


4.3.2 在 轴 对 称 力 场 中 的 规划 进 动 


前 面 的 结果 可 用 于 确定 场 的 力矩 Mi(i = 1,2,3) ,使 得 刚体 在 
此 力 场 中 能 够 完成 对 该 轴 的 规划 进 动 。 已 知 在 这 类 运动 中 ,刚体 
角速度 w 的 模 以 及 中 在 固定 进 动 轴 上 的 投影 和 在 固 联 于 刚体 上 的 
自 旋 轴 上 的 投影 ,都 是 常 值 。 
取 固 定 坐标 系 的 轴 Оё 沿 场 的 对 称 轴 , 并 用 a,B,y 表示 自 旋 轴 
系 中 的 方向 余弦 。 根 据 所 指 性 质 ,等 式 (4. 3.9) 有 如 下 形式 , 即 
@ = ух + ух, + Ух = n 
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CA =e +x, + = в 
w, = ax, + Bx, + yx, = т (4. 3. 16) 
式 中 :m,n,wo 为 常数 。 如 果 假设 A = af, + Bf + уу, #0, Ж 
G =4,5,6) 是 方程 式 (4.3.8) 的 右 端 部 分 ,那么 ,由 于 关系 x, 
+ nf; + zf, = 0, 表 达 式 (4.3. 11) HME, lt x, = Ж 
数 (i = 1,2,3) 
研究 退化 情形 。 设 5。 ЯП p, 分 别 为 指向 进 动 轴 和 自 旋 轴 的 单 
位 矢量 。 此 时 容易 看 出 
А = (P X So) w (4.3.17) 
而 等 式 A = 0 ERER oo 和 四 处 于 同一 平面 上 , 即 刚体 的 运 
动 是 广义 进 动 。 引 进 矢量 了 = po x So, ВАЗ (4.3.16) Fst 
(4.3.17) 可 写成 如 下 形式 , 即 
w, = бо* м = n,a, =| о? | =o, 
w, = po ` о) = m,w, = m ` o = 0 (4.3.18) 
容易 看 出 ,这 些 关系 是 独立 的 。 假设 
alw ,0 ,003 ,004 ) 
“= a(x, eae a) 0 
则 按 式 (4. 3.4) 可 求 得 封闭 方程 组 右 端的 表达 式 。 研 究 矢量 > = 
© X po = So xw, Hw, = ОН, RENS 8, SD = n ` 
v ~ 0,189] 
Ay = (ух, -Bx3)A — x, D 
由 此 得 知 ,计算 行列 式 4 并 考虑 到 X, = /5,Җ% = fs, 4R) X, = у, 
以 及 
X= wf) G =1⁄23) (43.19) 


ЖП, ENUAS Л 相等。 为 求 得 依赖 于 „у, ,ys 的 力矩 Mi(i = 
1,2,3) 的 表达 式 ,必须 在 所 得 等 式 中 借助 式 (4. 3. 18) 消去 x, ,x,， 
%3o 利用 矢量 双重 积 公式 ,有 
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@ X71 = ох (po X So) 
= ро(бо * @) — So(po ` œ) 
= npo — т So 
(оху) xm = (ө) -wn =- el QI’ 
由 此 得 到 
ә = Fim So x9) -nlp x )] 
8 =l 912 (4.3.20) 
将 此 表达 式 代 入 确定 矢量 f 和 vw 的 公式 中 ,考虑 到 等 式 
So x (So xm) = SolSo 9) – (60° So) =-1 
(po xm) хро = т\р ` Po) — Po(Po* 1) = т 
(So xm) xpo = (po xm) Xx So = s 
s= (р) = 常数 
得 到 fw 的 下 述 表 达 式 , 即 


(ms – m)m (4.3.21) 


因此 ,有 


x жт ~ ns) (ms anigi ¿(Le 1,29) (4.3: 22) 


如 果 场 力主 矩 在 坐标 轴 上 投影 有 如 下 形式 , 即 
M, = (С-В)х„х, + AX, 
M, = (A -C)x,x, + ВХ, (4. 3. 23) 
М, = (B -A)%,x, + СХ, 
ЗЕ и ‚м, ,zs 按 式 (4.3. 20) HA, MAY x, My, (i = 1,2,3) 的 初 
值 满足 等 式 (4. 3. 18) 时 ,刚体 在 这 个 力 场 中 完成 规划 进 动 。 
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研究 一 个 特殊 情形 ,此 时 自 旋 轴 是 惯性 椭 球 的 主轴 。 例如 ,可 
设 此 轴 为 轴 0z, 此 时 有 a = В =0,y = 1, 由 此 得 到 ,x; = m,y, = 
s, +2, = 05 = m° ,8 = уз + уг ВЕ, зр АНЫ р, = - 
Ym = yum, = 0, 因 此 ,有 

M = OYi x, = Oy, C = + — ms) (4.3.24) 
这 时 ,有 
X, = Eoy,,X, = 一 Ery = 0,Е =т-оз 
(4.3.25) 
而 M, 的 表达 式 有 如 下 形式 , 即 
M, = [(С-В)т + АЕ] оу, 
M, = [(А-С)т - АЕ]су, (4.3.26) 
М, = (В — А)о? ууу» 
现在 假设 场 是 有 势 的 。 由 等 式 (4. 3. 15) 可 知 ,成 立 恒等式 


Мүу, + Му, + Муз = 0 (4.3.27) 
将 其 代 人 表达 式 (4. 3. 26) ,得 到 
(A-B)E =0 (4.3. 28) 


Е = О, АНА = B。 因 此 ,在 此 情形 下 ,规划 进 动 仅 对 动力 对 称 
刚体 才 是 可 能 的 。 


4.4 刚体 运动 方程 的 修改 


4.4.1 刚体 运动 方程 的 修改 问题 
研究 自治 微分 方程 组 
124) (4.4.1) 
式 中 :x = («,ж,,-,„) e RX, ЙС C R" 上 确定 的 C 类 函 
数 ;p(P Pr.) © 下 为 由 某 集合 了 中 选取 的 参数 , 称 其 为 固有 参 
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数 。 
提出 如 下 问题 :描述 所 有 子 集 P C П,{# р e P 下 方程 组 
(4. 4. 1) 有 表示 为 等 式 组 
w(x) =а,,а, = Ж (и =1,2,-+,m) “(4.4.2) 
的 性 质 的 一 个 解 x = x(t), HEP w, є C'( G) ;在 此 设 满足 等 式 
f(x) =0 (j=1,2,---,r) (4.4.3) 
它们 是 方程 组 (4.4.1) 的 特殊 积分 组 。 这 意味 着 , MHS e 
C'(G) ,对 方程 式 (4.4.1) 的 任何 解 x = x(t), 当 对 某 个 to A 
Д(х(ь)) =0 时 , 则 成 立 f(x(t)) =00 = 1,2,---,г)„ 换言之 ,在 
由 等 式 (4.4.3) 确定 的 流 形 O, 上 开始 的 方程 式 (4. 4. 1) 的 所 有 相 
轨道 ,在 以 后 不 离开 它 的 边界 。 
用 2, 表示 由 等 式 (4.4.2) 确定 的 流 形 ,用 .02, 表示 R" 中 由 相 
轨道 组 成 的 集合 ,对 此 集合 等 式 (4. 4.2) 和 式 (4.4.3) 在 任何 p є 
P FRZ. 此 时 ,有 


2, C 10, n о, (4.4.4) 
进而 假设 ,方程 组 (4. 4.1) 具有 某 个 第 一 积分 总 合 , 即 
F(x) = o (1=1,2,:--,4) (4.4.5) 


函数 组 w 02 ,on Si shoo fo Fy Foyt Fy 假设 为 独立 的 ,等 
(4. 4.2) #5 (4.4.3) 是 相 容 的 ,上 且 m +r +q < п, 

所 提问 题 是 第 1 章 意义 下 修改 问题 的 一 种 变形 , 可 利用 按 给 
定 积分 流 形 来 组 建 微分 方程 组 的 办 法 来 解 。 设 方程 组 


& = (x) (i =1,2,-+,n) (4.4.6) 
具有 第 一 积分 式 (4.4.5)、 特 殊 积分 式 (4.4.3) 以 及 带 性 质 式 
(4.4.2) 的 一 个 解 。 将 式 (4.4.2) 50 (4.4.3) 和 式 (4.3.5) 按照 


方程 式 (4.4.6) 求 导数 ,给 出 对 由 a ,--- 4, 的 线性 方程 组 
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Bay, ы. = (д.<1;2,-<;тцй=Л1,2,--,л) 
чи = ФО 0=12 rii=1,2 mn) (4.4.7) 


<p, = 0 (1 =1,2,-+,q3i = 1,2,---,п) 


RHD’ D, 为 任意 函数 ,并 在 0, AO, 上 分 别 变 为 零 。 如果 
Ә( 4002 Onafi y" shor Fy Ва," Fa) 


A(x, „х. 577° Я ру 


那么 ,由 式 (4. 4.7) 可 确定 yy 的 表达 式 为 


= (А.Ф, +А„„,Ф - Дер.) (4.4.8) 


#0 


(и = l,--,min = Lye yr; 
s=m+rt+q4+l,--,n;i = 1,---,m +r +q) 
Ау, ($ = m+r+g+1,…,n) Ж С' 类 任意 函数 ;Ai 为 行列 式 
4 元 素 (j,i) 的 代数 余子 式 ;A* 为 4A 中 第 i 列 用 线性 方程 组 (4. 4.7) 
矩阵 的 第 * 列 替代 所 得 行列 式 。 根据 式 (4.4.4) ,函数 更” fE O, Е 
变 为 零 ,因此 ,在 集合 О, 上 满足 等 式 


X,(x,p) = - АХ, (хр) 


(i=1,=,m+r+q;s=m+r+q+1,=,n) (4.4.9) 
这 时 存在 固有 参数 集合 的 待 求 子 集 P 的 充 要 条 件 。 RAO, 本 身 不 
是 已 知 的 ,特别 地 , 它 可 以 是 一 维 流 形 , 即 相 空间 中 的 曲线 。 如 果 
存在 这 样 的 子 集 Р, ,使 等 式 (4.4.9) 0,00, ERL, BAK 
(4.4.2) ` 式 (4.4.3) 的 总 合 组 成 特殊 积分 组 。 如果 这 样 的 子 集 不 
存在 ,那么 ,在 式 (4. 4.4) 中 成 立 严格 的 耦合 。 此 时 ,可 借助 第 一 
积分 式 (4. 4. 5) RME О, Но, 表示 在 固定 值 C, 下 由 式 (4.4.5) 
所 确定 的 曲面 ,并 研究 嵌入 流 形 序列 
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1 
nc НЯ, = о, 
ј=1 


对 每 个 1 = 1,2,…,g, 定 义 子 集 P, C 五 作为 固有 参数 的 集合 ,此 时 
式 (4.4.9) ERE L N 0, N У, ЕЗ, С, ,С,,---,С, — д 
是 参数 P є Р, 的 函数 。 某 些 集合 P, 可 以 是 空 集 。 
MRm+r+q = n, 那么 集合 P 可 最 终 写 出 来 。 反之 , 式 
(4.4.9) 可 作为 包含 O, 的 某 些 曲面 方程 来 研究 。 将 所 有 相 加 项 移 
到 左 端 ,可 将 式 (4. 4.9) 写成 
w(x) =0 (ї:=1,2,+-,т+т+дц) (4. 4. 10) 


Ë o 1. @2,°", O m EKR о w Om Pips А 的 最 大 
独立 子 系统 。 此 时 ,可 用 指出 的 方法 解 原来 的 问题 ,只 要 用 等 式 组 


@ (x) = а,,а, = 常数 (a =1,2,,m;m > m) 
(4.4.11) 
替代 等 式 组 (4. 4.2) ,而 类 似 于 式 (4. 4. 10) ,得 到 等 式 


шө раз BRIG) (L (%. 4.12) 


当 研究 形 如 式 (4. 4.2) 的 m, 个 等 式 时 ,这 个 过 程 可 重复 次, 因 
为 量 m 每 次 至 少 增加 1 ,那么 原 问题 可 经 有 限 步 解 出 。 

必须 注意 ,满足 所 提问 题 条 件 的 固有 参数 的 每 个 子 集 己 对 应 
于 所 有 可 能 初 值 集合 中 的 子 集 , 它 具 有 如 下 性 质 : 在 方程 式 
(4.4.1) 带 有 这 个 子 集 的 初 值 的 所 有 解 上 满足 式 (4.4.2) 和 式 
(4.4.3), ЖИН жи” soe, 的 任何 集合 ,以 及 它们 的 任意 С! 
类 函数 的 值 ,如 量 C, Rg, , 称 为 积分 参数 。 引进 如 下 定义 :对 给 定 
的 PC IH, 在 p e P 下 方程 组 (4.4.1) 在 条 件 式 (4.4.3) 下 满足 式 
(4.4.2) 的 解 族 x = x(t) ,如 果 独 立 积分 参数 的 最 大 数目 等 于 ， 
则 称 为 参数 w 族 。 显然 ,所 指 族 积分 曲线 的 相 轨道 组 成 集合 02,。 
因为 上 述 方法 借助 隐 式 方程 确定 Q, ,如果 式 (4: 4.10) 中 的 函数 
W(x) 是 C' 类 ,那么 ,02, 将 是 С! ЖЕНЕ. 
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还 要 注意 , 当 研 究 形 如 
w,(x,p) =a, (и = 1l,2,--,m) (4. 4. 13) 

的 等 式 替代 式 (4.4.2) 时 ,所 提问 题 可 以 推广 ,其 中 量 a, URC, 
可 以 是 p 的 函数 或 取 某 些 固定 值 。 此 时 ,在 等 式 w,= а, 中 引进 参 
数 p, 有 可 能 使 行列 式 A ERE p є П PEAS. 这 种 情形 需要 特 
别 研究 ,在 式 (4.4. 13) 中 消除 不 独立 关系 ,问题 解法 不 变 。 

注意 ,用 Poincaré 引出 的 不 变 关系 概念 ,可 以 确定 02,。 对 给 定 
方程 组 (4. 4. 1) ,关系 p(x) = 0 称 为 (1 - 1) 阶 不 变 关系 ,如 果 序 
Po | (j = 0,1,2,…) ,其 中 


Ф = p,p” (x) = X,(x,p) pot? E) 


(> =1,--- пу) = 1,2,5) (4.4. 14) 
包含 1 个 函数 独立 项 ,并 且 


1 
П ix! е (х) =0} + $ 


这 个 序列 ,无论 对 函数 内 (xz) ,还 是 对 函数 w,(x) 本 身 , 都 可 建立 。 
显然 ,如 在 r =g =0,m = 1 下 ,等 式 w,(x) = 0 80-1) 阶 不 变 
关系 ,那么 ,相应 的 解 族 x = x(t) ,根据 上 述 定义 ,将 是 (n - 1) 2 
Bo, 族 。 这 里 指出 的 确定 流 形 O 的 方法 ,可 立刻 得 到 式 (4.4.9) 
作为 问题 可 解 的 充 要 条 件 。 此 外 , 构造 的 函数 y; 对 给 定 的 函数 
X,(x) ,在 某 些 固定 值 下 有 可 能 要 满足 补充 条 件 


X,(x,p) = Xx) (і = 1,2,5) (4.4.15) 


4.4.2 刚体 在 Newton 力 场 中 的 动力 学 逆 问 题 


前 面 给 出 的 一 般 方 法 可 用 于 解 确定 定点 刚体 的 质量 几何 问 
题 ,使 得 按 给 定性 质 的 运动 族 是 参数 的 。 
研究 具有 引力 中 心 0” 的 Newton 力 场 中 的 刚体 ,中 心 0” 距 
固定 点 О ЖЕ. 使 固定 坐标 系 的 轴 OZ 沿 0"0, 写 出 运动 方程 组 如 
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下 , 即 


Ax, + (C - B)xx, = Mg(z.y2. — уу) +3 ‚(Сс - В) ууз 
Bx, + (А — С) х3х, = Ме(х,уз — туу) +3 (А = С)у,у, 


Cx, + (В - А)хух, = Mg( yey, – х,у) +3 KB - А)у,у» 


(4. 4. 16) 
式 中 :x ‚х, ,x 为 刚体 角速度 在 沿 定点 0 的 惯性 椭 球 主轴 方向 指 
向 的 动 坐标 系 轴 上 的 投影 ;x,,y.,z. 为 刚体 质心 投影 ;4,B,C 为 对 
这 些 轴 的 惯性 矩 ;作为 刚体 质量 ;g 为 距 0" 为 R 的 引力 加 速度 ;y, , 
Уз „Уз 为 轴 OL 在 动 系 中 的 方向 余弦 ,其 变化 由 下 述 方程 组 描述 , 即 
Vi = ау, — хуз 
Ӯ = хуз — хуу, 


уз = ri Зу; (4. 4. 17) 


方程 组 (4 4. 16) #15 (4.4. 17) , 除 平凡 积分 y? +y +y = 1 5b, 
还 有 两 个 第 一 积分 :能 量 积分 和 对 轴 OF 的 动量 矩 积 分 ,对 这 两 个 
积分 添加 以 某 种 方式 给 出 的 独立 的 第 三 个 积分 ,于 是 可 将 关系 式 
(4.4.2) 写成 


б = Lias + Bx, + Cx.) + М(х,у + уу, +293) + 
3 
JACY, + Вуз + Суз) = h (4.4.18) 


=, = Ахуу, + Bry, + Схуу = п 
w, = (Xi yxa ху Ууз) = с 
式 中 :hsn,c 为 常数 。 相应 的 式 (4: 4.9) ,在 矢量 形式 下 可 表示 为 如 
FÆR“, Вр 
G x w + Маа +r.) + (£ x L) = + {<< -л(ахь) - 
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-PS + [Meg(r :用 «з аел] <o | (4.4.19) 


式 中 :w(zi 2 xs) 为 刚体 角速度 ;G( hx „Вх, Ск») 为 对 固定 点 0 
AY BYES (у, ,ya y ) 为 轴 OF 的 单位 矢量 ;re(xe,ye,z) 为 质心 
AEA, Ж.) 为 方程 组 (4.4. 17) 右 端的 矢 函数 江 = Ly, 

я я б ó, ó s _ do, fi 
Ву, „Су, 56 = 8(8,,8,,5,) 50 = d (BE = дь = 


ðw 
(s = 1,2,3);А =d-f #0, 
ay, f 


可 以 看 出 以 下 三 种 情形 中 式 (4. 3. 19) 成 立 。 
(1) ща, = y, = z= 0,4 = B 时 , 存在 线性 第 一 积 


30, = x, 265 


(2) Мл, = y, = z, =0 时 ,存在 平方 第 一 积分 


оз = Has + Bu, + Cx, - Зевсу, т ЗЕ САУ; + *£4By,) =c 


前 一 情形 类 似 于 Lagrange 情形 ,后 一 情形 类 似 于 Euler 情形 。 
在 这 两 种 情形 ,条 件 式 (4.4.19) 对 用 方向 余弦 间 唯 一 关系 相 联系 
的 变量 所 有 值 都 成 立 。 因 此 , 解 族 是 五 参数 的 。 
(3) By. = x, = 0, 此 时 式 (4.4. 19) 成 立 ,并 存在 积分 wa = 
x, = 0, Ж у = sind,y; =- cos0, 这 里 9 = 6(i)。 由 方程 组 
(4.4. 16) 得 到 
x, = 0 


ВӨ = - Mgz,sin0 + ЗЕ (А — C)sin0cos0 


由 此 得 到 


By do r 
2 AMWacos6 + Bsin’0 + a, 
其 中 
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а = Мвт, B = ЗЕ(А - С) 


T asa 为 常数 。 因此 ,6 为 椭圆 积分 。 所 论 情形 是 刚体 平面 运动 
的 特殊 情形 ,而 解 族 是 一 参数 的 。 


4.5 势力 场 中 Hess 运动 的 条 件 
本 节 讨 论 势 力 场 中 Hess 运动 的 条 件 ,包括 用 Euler 角 及 其 导 
数 表示 的 运动 方程 .Hess 运动 的 条 件 等 。 
4.5.1 用 Euler 角 及 其 导数 表示 的 运动 方程 


研究 刚体 定点 运动 ,并 选 Euler 角 y、9、gp 为 确定 其 位 置 的 广义 
坐标 。 据 Euler 运动 学 方程 ,刚体 瞬时 角速度 在 沿 固定 点 处 惯性 椭 
球 主轴 指向 的 动 坐 标 轴 的 投影 为 


p= ysinbsinp 十 дсозф 
q = ysinbcosp 一 bsinp 
r = созд + > (4.5.1) 
设 对 轴 Ox, Oy, Oz 的 惯性 矩 为 4;B,C, 则 刚体 动能 有 如 下 形式 , 即 


= T (Ap? + Ва? + С?) = 


2 an + anb + ang’ + 2400 + 2а:4ф) (4.5.2) 
其 中 
an = (Asin’@ + Всоз?ф — С)зїп?ө + С 
а» = (А-В)соз?ф + В 
аз = С 


в = T (A = В) зіпбѕіп2ф 


а; = Ccos0 
当 sind = 0 时 ,刚体 运动 方程 有 如 下 形式 , 即 


六 = 而 (而 + 24590 + 24590 + 24500 + do) 
6 = 25 euy + 2е№0 + esp + 2enbp + eo) 


ë = DU? + Fal? + fah + fabh + fade + f,) 
(4.5.3) 
其 中 
dy =- (А-В) (А + B - С) СзїпӨзїп2Өзїп2фр 
d =- (A + B - С)С(Асоз?ф + Bsin’g) sin20 
d, =- (А-В) (A + В - C)Csin°0sin2@ 
d, =-2С[(А- В) (Асов? - Bsinzp) = 
С(Асоз?ф + Bsin’g) ] sinb 
еп = 2С[А?вїп*ф + Всоз?ф — 
С(Азш?ф + Всов?ф) ] ѕіп?Өвіп20 
ер = (А-В) (А + В - С) Свіпѕіп20віп2ф 
ea = 2C[ (A - В) (Ази?ф - Beos’y) — 
C(Asin’g + Всоз?ф) ] зи? 8 
ез = (А-В) (А + В - С) СѕіпӨѕіп2ф 
fa = 2(А - В) [АВѕіп? + (A + В - С) Ссов?Ө ] sin Өѕіп2ф 
fa = - 2АВ(А - В) ѕіп?Өѕіп2ф 
fa = 21АВ[ (А - В) сов? + С] ѕіп?0 + 
C(A + В – С) (Асоз?ф + Взи?ф) сов?0| 
Ja = 4a — B) (A + В – С) Csindsin26sin2p 
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fa = C[ (A - В) (Асоз?ф - Bsinzp) – 
C(4coszp + Ввїп?ф) ]sin20 
do = 4С(Асоз?ф + Ввіп?р) 0, – 2(А — В) Csindsin2gQ, - 
4С(Асоз?ф + Bsin2p) cos0Q, 
% = —2(А - B)CsinOsin2gQ, + 4С(Азий?ф + 
Всоз*ф)зт?00, + (A – В) Csin26sin2gQ, 
So = -4С(Асоз?ф + Bsin’g) соѕ00,, + 
(A – В) Сзіп20віп2ф0, + 4[ ABsin20 + С(Асоз?ф + 
Bsin’y) соғ?0]0, 
D = 4BCsin20 
Җ:О,,0,,0„ 为 广义 力 。 
4.5.2 Hess 运动 条 件 


现在 考察 ,在 加 在 刚体 质量 几何 , 即 加 在 惯性 矩 4,B,C 和 质 
心 坐标 ,ye,z 上 的 怎样 条 件 下 ,以 及 在 怎样 的 力 场 势能 下 ,刚体 


在 此 场 中 以 由 下 述 关系 (Hess 积分 ) 
Ax.p+Czr=0 (4.5.4) 
表示 的 性 质 的 运动 是 可 能 的 。 
Hess 积分 式 (4. 5.4) 可 表示 为 
w = ар + b0 + cë = 0 (4.5.5) 
其 中 


а = Ax,sin@sing + Сг,соѕ 
b = Ах,соѕр,с = Cz, 
(4.5.5) 对 上 求 导数 ,得 
ò = ай +0 + cë + 440 + ерф + foo = Ф (4.5.6) 
其 中 H Еругин 函数 ,而 
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4 = Ax,cos@sing — Са. тб 
b = Ax,singcosg,f = — Ax,sing 
将 方程 式 (4. 5.3) 带 和 式 (4. 5. 6) ,消去 少 ,6 ,六 ,得 到 
D = + (cui + сый + 20,49 + Zenb +2сыйф + су) 


(4. 5.7) 

其 中 

си =2[ (B - С) ]x,cos0 + (А - B)z,sinOsing ]sin0cosg 

с» =- (A - В)2,ѕіп2ф 

ca = (А – В)г,вїпӨсоз2ф - (В — С)х.созбытф 

ca = (В – C)xesingcosp,ca = – (В – C)x,sing 

co = 2x,(sine/sin0) Q, + 2х,соѕр0, + 2(2, – xsinpcotb) Os 
并 且 


ЖЕ. АРЧЫ... «ГЕК. 
Uy Sage == at, == (4.5.8) 
而 V = И(у,0,Ф) 为 势能 。 EER ,Ө,ф „у ,Ө,ф 空间 中 ,方程式 
(4.5.5) 确定 曲面 2, 它 就 是 方程 组 (4. 5.3) 的 积分 。 此 时 , 盏 就 
是 对 此 曲面 的 Еругин 函数 , 即 


la =0 
由 方程 式 (4. 5. 5) 按 公式 
消去 2, 并 将 其 代入 式 (4. 5.7) ,得 到 
hup? + 2h WhO + hy +h, = 0 (4.5.9) 
其 中 
hy = = 5С; Hin Grin2g 
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pied by 


2Cz, 
OE ЕА 
77а а 
hy = co 


(4.5.9) 对 少 和 6 是 恒等式 ,那么 令 其 系数 等 于 零 ,就 得 到 存 
在 Hess 积分 必须 满足 的 关系 
x, /A(B - C) -z /C(A-B) =0 (А> В >С) 
(4. 5. 10) 


这 意味 着 ,刚体 质心 在 固定 点 处 旋转 椭 球 的 一 个 贺 截 面 的 垂 线 上 。 
令 自 由 项 h 为 零 ,根据 式 (4.5.8) 得 到 为 确定 未 知 函数 V(y,9, 
9) 的 下 述 线性 偏 微分 方程 


раис) А av 。 А ду 
ore SE Ж = 6 
x sing a + x,sinOcosp РҮ] (zesing — x,singcos@) ә 


(4.5.11) 
由 此 确定 了 为 
У = К(А,,А,) (4.5. 12) 
这 里 K 为 任意 函数 ,A;(y,0,p) = 常数 (i = 1,2) 为 相应 特征 方程 
的 积分 。 注 意 到 ,均匀 重力 场 势能 有 如 下 形式 , 即 
У = Mg(x,sin@sing + у,ѕіпбсоѕр + z,cos@) (4.5.13) 
式 中 :MM 为 刚体 质量 ;g 为 重力 加 速度 ,在 条 件 
у. =0 (4.5.14) 
下 ,满足 方程 式 (4. 5.11) ЖЖ (4. 5. 10) AK (4. 5. 14) 确定 重 
刚体 运动 方程 的 一 个 可 积 情形 , 即 Незз-Аппельрот 情形 。 
还 要 注意 到 ,刚体 在 Newton 中 心力 场 中 的 势能 (在 离 引力 中 
心 足够 远 的 前 提 下 ) 是 Y = Vo + WV, 其 中 到 与 表达 式 (4. 5. 13) 重 
В.У # 
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V, = ЭЕ (Asin sin + Bsin gcos"p + Ссоз°Ө) 


(4.5.15) 


容易 验证 ,在 此 情形 ,函数 V 在 4 5 B,x, 30,2, # 0 FREER 
(4.5.11) 的 解 ,因此 ,无 附加 关系 的 积分 式 (4. 5.4) REE. A 
此 ,刚体 运动 方程 的 Hess-Amnenspor 可 积 情形 ,在 Newton 中 心 引 
力 场 中 没有 类 似 。 
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S58 变质 量 动力 学 中 的 逆 问 题 


由 于 航天 技术 的 发 展 , 变质 量力 学 的 研究 显得 越 来 越 重 要 。 
在 工程 技术 和 自然 界 , 可 以 举 出 变质 量 物体 的 许多 实例 。 吸 入 空 
气 又 同时 喷 出 燃气 的 喷气 式 飞机 ;投掷 载荷 的 飞机 或 气球 ;纺织 厂 
的 纱 锭 在 转动 过 程 中 不 断 改 变 其 质量 和 转动 惯量 ; 陨石 在 大 气 中 
下 落 , 其 质量 由 于 燃烧 而 减少 ; 浮 水 由 于 冻结 使 其 质量 增加 或 由 于 
溶化 而 使 其 质量 减少 等 。 

变质 量 质点 的 动力 学 方程 是 俄罗斯 学 者 Мещерский 于 1898 
年 得 到 的 并 于 1904 年 发 表 在 《彼得 堡 工学 院 报道 》 上 0 。 这 个 方 
程 被 后 人 称 为 Memxepcknxt 方程 ,从 而 奠定 了 变质 量 动力 学 基础 。 
变质 量 系统 动力 学 研究 质量 变化 物体 的 运动 与 作用 其 上 的 力 之 间 
的 关系 。 有 关 变 质量 力学 的 详细 内 容 , 可 见 参考 文献 [1 -7]。 

本 章 研究 变质 量 动力 学 中 的 某 些 逆 问题 ,包括 变质 量 系统 动 
力学 、 变 质量 重 质 点 的 上 升 运 动 、 变 质量 体 的 规划 运动 .规划 运动 
中 取 驻 值 的 泛 函 构 造 , 以 及 Noether 对 称 性 与 动力 学 逆 问 题 等 。 


5.1 变质 量 系 统 动力 学 
本 节 讨 论 变质 量 系统 动力 学 的 某 些 问题 ,包括 Мещерский 
方程 \ 变 分 原理 、 运 动 微分 方程 等 。 
5.1.1 Мещерский AE 


研究 单个 质点 。 在 瞬时 1, 它 的 质量 为 m; 在 瞬时 t+ di, 由 质点 
分 离 (或 并 入 ) 的 微粒 的 质量 为 dm。 描 述 变质 量 质点 的 运动 用 如 
下 Мещерский 方程 , 即 
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mr =F+R (5.1.1) 
式 中 :7 为 质点 的 加 速度 ;F 为 作用 在 质点 上 所 有 力 的 合力 ;R 为 反 
推力 , 即 


= dm 
=k" (5; #2) 


RP u 为 由 质点 分 离 (或 并 人 ) 的 微粒 相对 于 质点 本 身 的 速度 。 
对 于 由 V 个 变质 量 质点 组 成 的 力学 系统 ,可 对 每 个 质点 列 写 
Мещерский 方程 


тї, = F, +R, (i=1,2,.…,N) cs 1.3) 
其 中 
dm; 
R, = 4 (5.1.4) 


对 于 有 多 个 质点 并 受 有 约束 的 变质 量力 学 系统 ,应 用 方程 式 
(5.1.3) (5.1.4) 来 研究 动力 学 问题 是 很 不 方便 的 。 因此 , 需 
要 建立 变质 量 系统 的 分 析 力 学 框架 ,如 参考 文献 [4,6,7] 表述 的 。 


5.1.2 D’ Alembert-Lagrange 原理 


现 将 作用 在 质点 上 的 力 分 为 主动 力 和 约束 反 力 
F, = F; + F° (5.1.5) 


式 中 :FF 为 主动 力 ;F 为 约束 反 力 。 WHD Alembert 原 理 ,将 方程 
式 (5.1.3) 表示 为 


= тӯ, + № + F; + R, = 0 (5.1.6) 
将 式 (5.1.6) 点 乘虚 位 移 ór, 并 对 i 求 和 ,得 
(- mF, + F; + F; + R,) ° бг, = 0 (5.1.7) 
假设 系统 所 受 约束 是 理想 的 , 即 有 
F; or, = 0 (5.1.8) 


将 式 (5.1.8) 代入 式 (5.1.7) ,得 到 
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(- më, + Е +R) or =0 (i =1,2,--,N) 
(5.1.9) 


这 就 是 变质 量力 学 系统 的 D’ Alembert-Lagrange 原理 ,也 叫 动 
力学 普遍 方程 。 

应 用 上 述 原理 建立 系统 的 运动 微分 方程 ,仍然 不 太 方便 , 因 
此 ,需要 将 其 表示 为 广义 坐标 形式 ,有 


d aT ӘТ = 
Как" < + P,)8q, =0 (s 12," ‚п) 
(5. 1. 10) 


式 中 :7 = 7(т,,4,4,1) 为 系统 动能 ;Q, 为 广义 力 , 即 


Q = К+ 0 G=l2, = 12,050) 


(5.1.11) 
而 P, 为 广义 反 推力 ,有 
t г; УУ 5: 
P; = (R; + m,F,) =. te T, z -HL T; ч wa) 
(i = 1,2,--+,N3s = 1,2, ,п) 65. 1. 12) 


这 里 假设 点 的 质量 是 广义 坐标 ,广义 速度 和 时 间 的 函数 为 
m, = mi(g ai) (i = 1,2,++,N) {51:13 
如 果 т, 仅 依赖 于 时 间 i, 则 有 


Р. = (В, +m) = = (Ë = 152; Мат дин) 
(5.1.14) 


5.1.3 运动 微分 方程 


对 于 受 有 完整 约束 的 变质 量 系 统 ,原理 式 (5. 1.10) 中 的 广义 
虚 位 移 8g,(* = 1,2,…,n) 是 任意 的 ,彼此 独立 的 ,因此 ,所 有 б, 
前 的 系数 都 等 于 零 ,于 是 有 
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S oE (aT, Ор (s = P2 5.2,п) (5.1.15) 


如 果 质 点 的 质量 不 变 , 则 方程 式 (5.1. 15) 归结 为 常 质量 系统 的 
Lagrange 方程 


=Q, (з =1,2,-+,n) (5.1.16) 


注意 到 , 式 (5. 1. 15) 中 的 动能 与 式 (5. 1. 16) 中 的 动能 不 一 样 ,前 
者 包含 可 变质 量 ,而 后 者 包含 常 质量 。 

变质 量力 学 系统 的 基本 原理 是 D Alembert-Lagrange 原理 式 
(5.1.10). 变质 量 完整 力学 系统 的 基本 运动 微分 方程 是 
(5. 1.15). 

变质 量 系统 动力 学 有 极为 丰富 的 内 容 ,如 变质 量 系统 的 动力 
学 普遍 定理 .9 、 变 质量 系统 的 各 种 类 型 的 运动 微分 方程 [5-5 、 变 
质量 系统 的 积分 方法 和 各 种 专门 问题 、 系 统 的 稳定 性 0 ,以 及 
系统 的 对 称 性 与 守恒 量 "! 等 。 Р 

变质 量 系 统 动力 学 正 问题 是 指 , 给 定 系统 的 Lagrange 函数 L, 
广义 力 @, 以 及 质量 的 变化 规律 来 求 系统 的 运动 性 质 (积分 ) ,甚至 
求 得 最 终 的 解 


5.2 变质 量 重 质点 的 上 升 运动 


本 节 研 究 变质 量 重 质点 的 上 升 运动 ,适当 选择 质量 变化 规律 
和 质量 变化 速度 使 得 给 定 运动 是 质点 的 一 个 可 能 的 运动 并 且 运 动 
是 稳定 的 。 


5.2.1 问题 的 提出 


变质 量 重 质点 动力 学 逆 问 题 有 如 下 提 法 :确定 质量 变化 规律 
m = m(t) 以 及 变质 量 重 质点 可 变质 量 的 速度 ”= ult) ,使 得 在 铅 
垂 平面 上 给 定 的 上 升 运动 
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у = Ф(1) ,2 = W(t),limp(t) = % ,9(t) #0,%(t) #0 
(5.2.1) 


是 一 个 可 能 运动 ,并 且 是 稳定 的 。 
根据 Мещерский 方程 式 (5. 1.1) , 列 写 变质 量 质 点 在 平方 阻 
尼 下 的 运动 方程 ,有 
my = m(p — 1)y – Коў – № (5.2.2) 
тї = h(n - 1)š — щи + оў — mg 
式 中 :pp = w(t), = n(t) 是 质量 变化 速度 w 和 质点 本 身 速 度 v 在 
坐标 轴 上 投影 之 比 ;kiv* 和 kv 为 介质 阻力 在 轨道 切 向 和 法 向 分 
Ж; = k,(t) ,k。= k,(t) 是 平方 规律 的 阻尼 系数 ,并 且 满 足 条 件 
limk, (1) = 0,limk,(2) = 0 (5.2.3) 
将 式 (5.2.1) RA BK (5.2.2), 得 到 存在 给 定 运 动 式 
(5.2.1) 的 必要 条 件 , 有 
yn жу Seat EE, 
m Ф me 
(5.2.4) 


a -1) = Ë pa не - hiy 


y у ту 
其 中 

vo = (@ +7)!^ 
为 点 在 给 定 运动 式 (5. 2. 1) 中 的 速度 大 小 。 由 此 得 知 ,如 果 给 定 
函数 g(t) ,w(t) ABA RER wey mm 仅 由 两 个 条 件 限 制 ,这 就 
允许 对 这 些 参数 施加 补充 条 件 , 就 是 运动 式 (5.2. 1) 为 稳定 的 
条 件 。 


5.2.2 稳定 运动 的 条 件 


现在 确定 变质 量 重 质点 给 定 运动 式 (5. 2. 1) 对 坐标 和 速度 为 
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稳定 的 条 件 。 取 给 定 运动 为 未 扰 运 动 ,并 令 
yapt = р +, =ф+җ, = Ë + 
将 其 代入 方程 式 (5. 2.2) , 并 利用 关系 式 (5.2.4) ,得 到 扰动 运动 
方程 5 
жы ë kọ- kaj? Ja - _ ke + hp +k £ 
Му ER тоф mvo š 


(2) 
X, (x, м, ,1) 


% = _ hob = ыў 一 2. + ( $ + £ > ый = PPJ, + 
тш J у mvoy 
XP (ж, ,t) 

Ж =, = X; (5.2.5) 
式 中 :xi ,x, 为 点 的 速度 在 坐标 轴 上 投影 的 扰动 ;xs ,xi 为 点 的 坐标 
的 扰动 ;XI”,XW” 为 从 不 低 于 二 阶 项 开始 的 按 x, ,x, RERI H K 
数 。 进 而 ,假设 方程 式 (5. 2.5) 中 x ‚м, 的 各 阶 系数 在 1 > „ЕН 
У ЗЕЕ. ЖЖ, Я G, y, АМ 


k, +1->» Lene ; 
ир", ew” = 1,2;n,v 为 自然 数 ) 


满足 所 指 条 件 。 
研究 对 点 的 速度 投影 扰动 的 一 次 近似 方程 
: ë ke -kiy _ koh the? +2 
à = [ )= = 


Ф туф ту 


¿ a В - ы? - 29 Q (®- „к KÝ + h° 
2 тщ x ф j тоў x 
(5.2.6) 
根据 假设 式 (5. 2. 3) , 当 : o 时 ,方程 组 (5.2.6) 中 第 一 个 方程 
х, 前 的 系数 和 第 二 个 方程 前 的 系数 ,应 趋 于 零 , 即 有 
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limp (z) = limp,,(t) = 0 
因此 ,方程 组 (5. 2. 6) 是 几乎 对 角 的 。 由 3.1 节 中 命题 4 可 知 ,如 
# t > t 满足 不 等 式 
Pu(t) > py(t) += 
即 ` 


ë _ ho) + kz (@° +H) ж" 
9 4 4 тфу 
按 关 系 式 (5. 2.4) ,上 式 可 写成 
ky, (4-9?) – 2, фр + lu -nv >e >0 (5.2.7) 
ХШ e 是 任意 小 的 正 数 , 那么 方程 组 (5.2.6) 的 解 的 特征 数 表 
示 为 
= ‚= -iph (£ - kg? - kaj’ ae i)a = 


Se тиф 


= бан — [Ië - (he nee) (5.2.8) 


wo t oP 
— гъы | : kij? + kag? d: 
x =~ lim — (Inġ - [ a | 
根据 不 等 式 (5.2.7) ,有 
х SX (5.2.9) 


假设 特征 数 Xi до 是 严格 的 ,此 时 方程 组 (5.2. 6) 是 规则 的 ,这 可 
由 以 下 等 式 验证 


Ж +X: = x (exp[ «Рё (5.2. 10) 


其 中 trP 为 方程 组 (5.2.6) 系数 矩阵 的 迹 , 即 对 角 元 素 之 和 。 因 
此 ,如 果 对 条 件 式 (5.2.7) 再 补充 方程 组 (5.2. 6) 解 的 特征 数 的 
正 性 要 求 
x >0 
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即 


ko -ky 
reece lim Lf еы Б (5.2.11) 
э» t t Jo mu e 


那么 ,由 3.1 节 中 命题 13 可 知 ,给 定 运动 式 (5. 2. 1) 对 点 的 速度 投 
影 来 说 是 稳定 的 ,并 且 因 点 的 速度 投影 扰动 带 正 的 特征 数 ， 这 种 稳 
定性 还 是 渐 近 的 。 这 表明 , 据 方程 

K hay JS, =, (5.2.12) 
对 坐标 的 稳定 性 得 以 保证 。 

综 上 所 述 , 按 照 条 件 式 (5. 2. 4) „зҖ (5.2.7) 和 式 (5.2.11) Ж 
选取 质量 变化 规律 和 质量 变化 速度 时 ,给 定 运 动 式 (5.2.1) 将 是 
变质 量 重 质 点 的 一 个 可 能 的 运动 ,并 且 这 个 运动 对 速度 和 坐标 来 
说 是 稳定 的 。 


5.3 变质 量 体 的 规划 运动 


本 节 讨 论 变质 量 体 的 规划 运动 ,包括 变质 量 体 运动 的 自然 方 
程 \ 变 质量 体 在 直线 轨道 上 的 稳定 性 以 及 在 曲线 轨道 上 的 稳定 
性 等 。 


5.3.1 变质 量 体 运动 的 自然 方程 


研究 质量 m = m(t) 的 重 刚体 ,其 质心 在 铅 垂 平面 内 完成 规划 
运动 
& = 如 (to = m(t) (5.3.1) 
假设 重 刚体 质心 和 惯性 主轴 的 方向 ,在 其 质量 变化 过 程 中 ,相对 刚 
体 的 原始 几何 形状 是 不 变 的 。 取 坐标 轴 Ox, „Ох, ‚Ох, 作为 主 中 心 
惯性 轴 , 设 4 = A(t) ,B = B(t),C = C(t) 为 刚体 的 相应 惯性 矩 。 
假设 变质 量 体 有 动力 对 称 轴 , 它 相对 刚体 原始 几何 形状 是 不 变 的 ， 
而 轴 Oz, 沿 此 轴 , 因 此 有 4(t) = B(1)。 设 p,q,7 为 刚体 瞬时 角 速 
BE от Ох, ‚Оу, ‚Оз, 上 的 投影 。 再 引进 一 直角 坐标 系 Oxyz, 与 刚 
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体质 心 的 轨道 相连 ,上 且 轴 Oz 指向 轨道 切线 , 轴 Oy 沿 主 法 线 ,而 轴 
Ох 沿 副 法 线 。 当 物体 运动 时 ,三 面 角 Охуг 9888 Ох 以 角速度 P = + 
转动 ,这 里 + 为 轨道 切线 对 水 平面 的 倾角 。 假 设 物体 在 某 阻尼 介 
质 中 和 运动 ,介质 对 变质 量 体 的 作用 用 主 矢 尺 和 对 质心 的 主 矩 M. 来 
表示 。 由 质心 沿 轴 Oz, 引出 单位 矢量 ,并 沿 着 轴 Oz, 和 瞬 轴 组 成 
平面 与 赤道 平面 0x,y, 的 交 线 引出 单位 矢量 e。 这 时 ,有 


м = @,@ + rc (5.3.2) 
对 物体 质心 计算 的 动量 矩 矢量 为 
С = Ао,е + Cre {$.3.3) 
或 
G=Aw+(C-A)rc (5.3.4) 
注意 到 
м = rc - (ë x c) (5:3. 5) 
因此 ,由 式 (5.3.3) 得 
G = Cre - А(ё хс) (5.3.6) 


ЖЕЛЕ ЛИ НЫ he) ,有 
(Gre) 2 SAG же) = М, + М+М, (5.3.7) 
式 中 :MM 为 保证 变质 量 微粒 的 绝对 运动 的 反 推力 矩 之 和 ;4, 为 这 
些微 粒 相 对 运动 的 所 有 惯性 力矩 之 和 。 方程 式 (5. 3.7) 可 写成 
с.З) -A(é xe) =M, +M, +M, (5.3.8) 
式 中 :AM; 为 保证 变质 量 微粒 的 相对 运动 的 反 推 力矩 之 和 。 
设 *,y,z 为 矢量 e 端 在 与 质心 轨道 固 联 的 坐标 系 中 的 坐标 , 即 
c = xi + yj + zk 
式 中 :7 为 轴 Ox,Oy;0z 方 向 单位 矢量 ,于 是 ,有 
é = xi +уј + ¿k + Ti x (xi + yj + zk) = 
158 


xi + (y — 7z)j + (2 + ту)К 
ë = xi + (у -7z — 24: — Ру)] + (Z + Ty + 27у — РЕ 
£ xe = (yz — yz = 2туў — 2+zz — Ту? - т) + 
(Zx – 2х —2тху — T xz + Тху)] + 
(Ху - xy - 272 + P xy + Txz)k 
EE RE x c 代 人 方程 式 (5.3.8) ,得 到 投影 方程 
С(т®)`- A(z — yz — 2tyy – 212 - 72? - +?) =Ma +M, + М, 
С (ry) - trz] — A( 2x — 2% — tay — xz + Тху) = 
М., +M +M. 
C[(rz)`- тту] - A( Xy — хў +2тх: + 7? xy + Txz) = 
M. + M. +М.. (5.3.9) 
假设 阻尼 介质 对 物体 的 总 作用 ,用 力 R(v,n) 表示 ,其 中 v = (ë + 
9) 为 质心 速度 ,此 力作 用 在 Oz, 上 的 点 DOER Hù) 0 1 
处 ,并 在 平面 0zz, 内 与 Oz, 成 角 6, 而 平面 Ozz, 对 铅 垂 面 倾斜 少 角 。 
此 时 , 力 对 质心 的 矩 M 与 轴 Ох 成 角 少 ,其 值 为 


М = Risin5 (5.3. 105 
或 
M = Rflsina 
其 中 
_ sind 
f= sing 


并 设 f 仅 依赖 于 物体 的 几何 形状 ,a 为 轴 Oz, 对 轨道 切线 的 倾角 
( 攻 角 )。 注 意 到 
x = sinasinf,y =—sinacosy,z = cosa (5.3.11) 
而 
M. = – Rfly,M, = Rflx,M, = 0 (5.3.42) 
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研究 如 下 情形 ,此 时 在 物体 质心 上 ,确保 物体 质量 变化 和 变质 
量 微粒 的 相对 运动 的 所 有 力 ,以 及 介质 作用 在 物体 上 的 力 的 矩 之 
和 ,在 所 有 运动 过 程 中 ,归结 为 这 样 一 个 矩 M。 此 时 ,物体 自 旋 ( 绕 
ЯН Oz, ) 的 阻力 矩 ,与 反 推 力 及 微粒 相对 运动 的 惯性 力 的 矩 之 和 相 
平衡 ,因此 ,有 


r = 常数 
在 所 论 情形 ,方程 式 (5. 3.9) 有 形式 
Cri, — A( ïz — yz -27yy -21:4-ту -т) = Rfly 
Cry - A( Zx — 2% +2тху — T xz + Тху) — Criz = Rfly 
Cra — A( xy — ху +272 + xy + тал) + Criy = 0 
(5.3. 13) 


借助 轴 Oz, 在 由 质心 引出 的 单位 球面 (矢量 c 端点 的 ) 上 的 迹 
的 纬度 B 和 经 度 y 来 确定 物体 相对 坐标 系 Oxyz 的 位 置 ,并 且 у 是 
ЯН Oz, 与 其 在 平面 Oyz 上 投影 所 成 的 角 ,p 是 轴 Oz, 在 平面 0xz 上 
投影 与 轴 Oz 间 的 夹 角 。 此 时 ,矢量 c 端 用 这 两 个 角 表 示 为 
x = siny,y = - sinBcosy,z = cosBcosy (5.3. 14) 
在 坐标 变换 后 ,方程 式 (5. 3. 13) 的 前 两 个 方程 成 为 591 
А(В + 7) cosy - 24(B + 7) ўзїпу + Cry = Rflsing 
Ay – Cr(B + 1) созу + А(В + т)?віпусоѕу = RflcosBsiny 
(53,15) 
第 三 个 方程 因 式 (5. 3. 15) 而 成 为 恒等式 。 常 质量 长 圆 形 炮弹 的 
旋转 运动 方程 也 有 形式 式 (5. 3. 15) 。 
假设 变质 量 体 的 规划 运动 由 质量 m( 记 (1) < 0) 变化 所 建立 
的 总 反 推力 了 的 大 小 和 方向 的 相应 改变 来 实现 。 因 此 ,为 实现 规 
划 运 动 所 必要 的 力 T( 牵 引力 ) 的 量 值 和 方向 ,应 该 满足 物体 质心 
的 运动 方程 。 这 些 方程 确定 出 现 于 物体 转动 运动 方程 式 (5. 3. 15) 
右 端 的 介质 阻力 R 的 规划 值 。 
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5.3.2 变质 量 体 在 直线 轨道 上 的 稳定 性 

假设 变质 量 体 的 质心 沿 某 一 直线 运动 , 且 量 a。 = RA 在 整个 运 
动 过 程 中 保持 为 常数 。 将 7 = т = 0 代入 方程 式 (5. 3. 15) ,得 到 

АВсозу - 2ABysiny + Cry = asing 
Ay + AB’sinycosy - CrBcosy = acosBsiny (5. 3. 16) 

方程 式 (5. 3. 16) 有 平凡 解 B = 0,y = 0 ,并 可 作为 变质 量 体 相 对 和 角 
Boy 的 扰动 方程 来 研究 。 

现在 用 Ляпунов У 函数 法 研究 稳定 性 。 构造 函数 


V = АСВ? +2аАйу + 1-Сағу + ACrY — 2aABy + Са 


(59:87017) 


Е) 
Cr -4аА > £ > 0 (5.3.18) 


时 ,V 是 正定 的 ,并 有 无 限 小 上 界 (4、C 为 时 间 : 的 有 界 非 零 函数 ,se 
为 某 小 的 正 数 ) 。 将 了 对 时 间 + 求 导数 ,得 


ИЕ W, + W, + W, (5.3.19) 
其 中 
W, = ACr(BB + yy) + 2аА(Ву - ВУ) + Саг(ВВ + уў) 


W, = T (ac): rB? + 2АВау + багу 
W, = tao r ~ 2Ауов + J Car 
34 А ЯП С 不 变 时 ,方程 式 (5. 3. 16) 有 以 下 两 个 第 一 积分 
тл + Всов?у) + асозВсозу = h 
A(ysing – BcosBsinycosy) + СгсозВсозу = k 


(5.3.20) 
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这 两 个 积分 代表 能 量 积 分 和 动量 矩 积分 。 将 积分 式 (5. 3.20) # 
示 为 如 下 形式 , 即 


Fay +B) +а(1 - 38 - 1) = ya 2-3 


2 
A(By - by) + (1-18 - +7)= V? +k 
(5.3.21) 


其 中 V” и? Фи, ЖОМ В,у,В,у ЖЛЕ АЛИ ЕИ 
次 项 开始 。 将 式 (5. 3. 21) АН ЖЕР, {ЛИНЕ А, С ЖЛЕ, 


A( BB + yy) – alB + уў) = WO 
4(B - Ву) - Cr(BB + уў) = WS? 
JOP WD WO HAARR, FOX By b y RIED МЕНЕЕ 
次 项 开始 。 注意 到 , 式 (5.3.19) 中 的 №, „Е А ЖП C 保持 不 变 的 前 
提 下 是 了 的 导数 , 因此 , 根据 由 方程 式 (5.3.16) 的 第 一 积分 式 
(5.3.20) 得 到 的 表达 式 (5. 3. 22) ,以 及 在 4,C 不 变 的 前 提 下 ,有 
W, = Ст? – 2а (5. 3. 23) 
因此 ,函数 V 按 变质 量 体 扰动 方程 式 (5. 3. 16) 求 对 时 间 的 导数 的 
符号 ,在 点 B = y = 0,B = y = 0 的 充分 小 的 领域 内 ,由 二 次 型 W, 
+ W, 的 符号 来 确定 。 
因此 ,如 果 
(АС) CP – 4аА? >e >0,C <-e (5.3.24) 
那么 ,函数 了 的 导数 ,在 该 点 领域 内 是 负 定 的 。 联 合式 (5.3.18)、 
(5. 3. 24) ,得 到 条 件 59 
Cr -4aA > e > 0,(АС)` Cr -4a42 > є,С <-= 
(5.3.25) 
条 件 式 (5. 3. 25) 就 是 变质 量 转 动物 体 相 对 动力 对 称 轴 对 质心 轨 
道 直 线 的 偏离 角 及 相对 这 些 角 的 变化 速度 来 说 ,是 稳定 的 条 件 。 
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(5.3.22) 


5.3.3 变质 量 体 在 曲线 轨道 上 的 稳定 条 件 


下 面 研 究 变质 量 体 的 质心 在 铅 垂 平面 内 沿 规划 曲线 式 
(5.3.1) 的 运动 。 令 


x = Ё - h: = Y — oz = В -В, м = y — Yo 
(5. 3. 26) 


为 纬度 B MAB y 变化 速度 的 扰动 及 其 本 身 的 扰动 。 将 式 
(5.3.26) 代 人 方程 式 (5.3. 15) ,得 


А(®, + By + Fo + 5-5) (cosy) — xasinyo +) = 

2A[ (x, + By) ++ + ---] (x + yo) (зїпу, + x4cosyo +) + 
Сг(х, + Yo) = Rofl(sinB, + x,cosB, + …) 

А(х, + о) - Cr[ (x, + Bo) + То +++] (cosy, = 

xasinyo +) + ALB + т + 28,7, + 2x1(Bo +o) +] 
(sinyo + х.созу + …) (cosy, — xasinyo + +) = 

КЛ ( соз 8, – x38inBy + …) (sinyo + x4cosyo + ***) 


(5.3. 27) 
注意 到 


A(Bo + То) cosy, 一 2А( В + 70) Yosinyy + Cry) = Roflsinpo 
Аў» – Cr(Bo + То) cosyo + A(Bo + To) ?sinyocosyo。 = 
R,flcosBysiny, 


(5. 3. 28) 
则 方程 式 (5. 3.27) 可 写成 


ži = 27oxitanyo + [2 + to)tanyo 一 % + 


am ] 


163 


Rocospo 
Acosyo 


fl хз + [2(8, +17)ўо + (Bo +.) tayo |x4 + X, (x3 ,%4) 


l K K s fo тА 
x, = [€ -2(В + #o)sinyo |х. сову, -Л позови + 


R ее 
[л 4 созбесозуо = Сз, + То) эту 一 
(Bo + ?,)2соз2у, Jes + Х,(ху,х) (5.3.29) 


其 中 X, (xs %4) ,Xa (хз %4) 为 全 纯 函 数 ,其 按 Хз ，X4 FEN BFF 
不 低 于 一 次 项 开始 。 由 式 (5. 3. 26) ,显然 有 
ела i = x (5.3.30) 

这 样 , 方 程式 (5.3. 29) 和 式 (5. 3. 30) 组 成 扰动 运动 方程 组 。 自 然 
要 假设 规划 运动 应 如 此 选取 ,以 使 在 整个 运动 过 程 中 Bu ,yo 充分 
小 ,并 且 物体 动力 对 称 轴 以 充分 小 的 角速度 B ,jo 而 运动 。 因 此 ， 
由 规划 运动 式 (5. 3.1) 确定 的 转动 运动 相对 B,y,B,7 稳定 的 充分 
条 件 , 就 是 物体 在 曲线 轨道 上 的 运动 在 动力 对 称 轴 与 轨道 切线 所 
成 角 很 小 以 及 这 个 角 变 化 速度 很 小 意义 下 是 稳定 的 充分 条 件 。 

未 扰 运 动 6 = Bu,y = Yob = Bos ¥ = Yo 的 稳定 性 条 件 可 以 求 
得 ,例如 ,借助 函数 


1 1 
= Аб + 2AfIR xix, + FOAR, + 


1 1 
> AC; — 2AfIRx;xs + > ЛК», (5.3.31) 


它 在 条 件 
Cr -4AflR, > е > 0 (5. 3. 32) 
下 是 正定 的 ,并 有 无 限 小 上 界 (4、C 为 时 间 的 有 界 非 零 函数 ,se 为 
某 小 正 数 ) 。 二 次 型 了 按 扰动 运动 方程 式 (5.3. 29) (5. 3. 30) 
所 求 时 间 导 数 的 符号 ,在 充分 小 的 Bo ,yo,Bo ,Yo 下 ,由 相应 二 次 型 
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的 符号 来 确定 。 这 个 型 的 负 定 条 件 , 因 В, ‚уо ‚б ‚о 是 小 量 ,由 下 
述 不 等 式 确定 , 即 
A, > в > 0,47 > P#[ (AC)*A, +442],(4C) <- e 
(5.3.33) 


其 中 
A, =7 (AC) (СЛЕ„)`- 4[ (AflR,) ` ]° 
А, = AfIR,(AC)* - AC(AfIR,) ` 

满足 这 些 条 件 , 就 可 保证 变质 量 体 旋转 运动 相对 动力 对 称 轴 对 质 
心 轨道 切线 偏离 角度 以 及 相对 这 些 角度 的 变化 速度 是 稳定 的 ,前 
提 是 这 些 偏 角 及 其 变化 速度 在 规划 运动 本 身 中 充分 小 。 

Что = 0 时 ,由 式 (5.3.32) \ 式 (5.3.33) 可 直接 得 到 变质 量 
体 在 直线 规划 轨道 上 运动 的 稳定 性 条 件 式 (5. 3. 25) 。 


5.4 变质 量 质 点 在 规划 运动 中 
取 驻 值 的 泛 函 的 构造 


本 节 讨 论 变质 量 质点 动力 学 的 两 类 逆 问 题 ,包括 变质 量 质点 
按 给 定 规律 的 运动 ,以 及 带 有 给 定性 质 的 变质 量 质点 的 运动 。 


5.4.1 变质 量 质点 按 给 定 规律 的 运动 


研究 变质 量 重 质 点 的 下 述 动力 学 逆 问 题 ": 设 质量 为 m(1) 
的 变质 量 重 质点 的 运动 规律 (运动 规划 ) 为 沿 铅 垂 面 内 的 抛物 
线 , 即 


О:у(1) = yat,z(t) =- Sat + ot (5.4.1) 


UE y(t) ,z(t) KRAER PAIK PERAIRE ў, 5, 为 

FE t = 0 时 质点 在 规划 运动 中 速度 在 Oy Oz 轴 上 的 投影 。 试 确定 

反 推力 7, 在 此 力作 用 下 质点 在 阻尼 介质 中 按 给 定 规律 式 (5. 4. 1) 
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而 运动 ,并 建立 此 时 取 驻 值 的 泛 函 。 
所 论 变 质量 重 质 点 在 铅 垂 平面 内 的 运动 方程 ,在 考虑 介质 阻 
AR = (у) 时 ,有 


my = тў. — R(v,z) T ai = тё -= R(v,z) аа та 
v v v v 
(5.4.2) 
另 一 方面 ,具有 给 定 特 解 式 (5. 4.1) 的 方程 组 应 有 如 下 形式 , 即 


y = (ўм) + Bi, = (- TÉ +ы) +, 


即 
y =@,,2=0,-¢ (5.4.3) 
PD, .@, Я Еругин 函数 。 由 方程 式 (5. 4.3) 得 


Ф, = (Т-к) 1,0, = 1(т-в) = (5.4.4) 


34 НАХ >Ч Еругин 函数 Ф, M D, 在 给 定 解 式 (5.4. 1) 上 变 为 零 时 ， 
所 建立 的 方程 式 (5.4.3) 才 允 许 有 此 解 。 因 此 ,在 整个 运动 过 程 
中 成 立 等 式 
T = R(v,z) (5.4.5) 

的 条 件 下 ,给 定 运动 式 (5.4. 1) 才 存 在 。 注 意 到 ,此 时 规划 运动 式 
(5. 4. 1) 仅 存在 于 如 下 情形 :点 的 初始 位 置 和 初始 速度 与 其 在 规 
划 运 动 中 的 相 重合 ,否则 ,点 将 沿 着 与 规划 抛物 线 不 一 致 的 抛物 线 
而 运动 , 即 规划 运动 的 不 稳定 性 。 

在 方程 式 (5. 4.3) 的 解 上 ,包括 给 定 运动 式 (5.4.1) 在 内 , 取 
驻 值 的 泛 函 式 (3. 2. 42) 在 此 情形 有 如 下 形式 , 即 


JL.) = вза) + 0) + F(t) Jde 


(5.4.6) 
其 中 函数 FoF, 和 F, 满足 等 式 
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(5.4.7) 
aF, oF, 


如 取 
Fy = F, = 0,F, = >Y 


那么 式 (5.4.7) 在 规划 运动 式 (5.4. 1) 上 满足 。 因 此 ,变质 量 重 质 
点 的 规划 运动 式 (5.4. 1) , 在 条 件 式 (5.4.5) 下 是 可 能 的 , 此 时 
积分 


J= [уа 
具有 驻 值 。 


5.4.2 带 给 定性 质 的 变质 量 质点 的 运动 


研究 如 下 逆 问 题 '" :质量 为 m(1) 的 变质 量 重 质点 在 铅 垂 平 
面 (规划 运动 的 ) 上 的 给 定性 质 为 
PAE (5.4.8) 
о = Z — az — 2 + gt = 0 
式 中 :y,z ЭЖЕЕ ЯП HE % ‚5% 为 点 的 速度 "在 规划 运动 中 在 
坐标 轴 0y,0z 上 的 初始 (: = 0) 投影 ;a 为 某 常数 。 试 确定 反 推 力 
了 ,在 此 力作 用 下 变质 量 重 质点 以 给 定性 质 式 (5. 4.8) 的 运动 是 其 
在 阻尼 介质 中 的 可 能 运动 ,并 建立 此 时 取 驻 值 的 泛 函 。 
为 此 上 述 逆 问题 ,首先 组 建 使 给 定 运动 性 质 式 (5. 4.8) 是 特 
殊 积分 的 方程 组 ,有 
у = ay + @,,š =az-g+, (5.4.9) 
将 此 方程 组 与 变质 量 重 质点 在 考虑 到 介质 阻力 R ,z) 时 的 已 知 
运动 方程 式 (5. 4.2) 作 比 较 ,得 到 
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Ф, = L p ER Sane) 254, eg oR ame) = 
v m v 


m 
(5. 4. 10) 
由 Еругин 函数 Ф, 和 Ф, 在 规划 运动 式 (5. 4. 8) 中 变 为 零 的 条 件 ， 
求 出 在 运动 过 程 中 反 推力 的 值 为 
T =R+amv (5.4.11) 
在 所 论 情形 , 取 驻 值 的 泛 函 写成 
J[y,z] = [Розга (5. 4. 12) 
其 中 被 积 函数 满足 等 式 
二 ЮЕ таа а + gt 
ay °° a 2 
ON 


LPR- Ў OF l up R- z 
ГЕ (2 R amv) ya me R amv) — 


(5. 4. 13) 


ШЕ = 常数 , 则 式 (5.4. 13) 在 点 的 规划 运动 中 满足 。 由 此 得 知 ， 
在 规划 运动 式 (5.4.8) 中 ,变质 量 重 质点 在 铅 垂 平面 内 由 一 点 向 
另 一 点 的 最 快 过 渡 的 必要 条 件 满足 。 

最 后 注意 到 ,在 对 反 推 力 和 介质 阻力 的 附加 假设 下 ,可 得 到 规 
划 运 动 的 稳定 性 结论 。 例如, 如 果 这 些 力 在 变质 量 重 质点 在 铅 垂 
平面 上 的 所 有 可 能 运动 中 满足 式 (5.4. 11) ,那么 相应 的 扰动 方程 
式 (3.2.58) 写成 


Фф =0, 0, =0 (5. 4. 14) 


因此 ,运动 对 规划 式 (5. 4. 8) 本 身 的 稳定 性 成 立 。 此 时 , 由 运动 方 
程式 (5.4.9) 直接 得 知 ,如 果 a < 0 ,那么 规划 运动 式 (5. 4. 8) 对 质 
点 的 坐标 是 稳定 的 。 
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5.5 变质 量 系 统 Noether 对 称 
性 与 动力 学 逆 问 题 


本 节 研 究 变质 量 完整 力学 系统 的 Noether 对 称 性 以 及 与 其 相 
关 的 动力 学 逆 问 题 。 


5.5.1 变质 量 完整 系统 的 Noether 对 称 性 
取 时 间 和 广义 坐标 的 无 限 小 变换 
t° =t + 86 (1,4,4) 
4, (t°) =49,(#) + 2ё,(1,49,4) (з = 1,2,-+,n) 
(5.5.1) 
如 果 无 限 小 生成 元 名 入 和 规范 函数 Cy 满足 如 下 广义 Noether 等 
式 , 即 
有 
(Q, +Р,) (Е, - 4.60) + бу =0 (5 =1,2,-‚п) 
(5.5.2) 


则 相应 的 对 称 性 为 变质 量 系统 式 (5. 1.15) 的 Noether 对 称 性 。 
与 Noether 对 称 性 相应 的 Killing 方程 为 
2 


aq ar * әд) әд, а ag” 
z OGy забу; 
P = =< ы E Ç — = ‘ive 
(Q, +Р,) (&, - dé) at за (Sk = 12,70) 


(5.5.3) 


(L - aL. ё и aL дё, _ _ 96n 
ад, "794 94, дд, 94, 


如 果 生 成 元 ¿, ,ё, 和 规范 函数 Cy 满足 Killing 方程 式 (5.5.3) 5 
(5.5.4) , 则 相应 对 称 性 为 变质 量 系统 式 (5.1. 15) HY Noether 对称 
性 。 

由 Noether 对 称 性 可 找到 Noether ЗН 


ly = L aa = 46) + Cy = Ж G = 1,2,-,n) 
(5.5.5) 
与 Noether 对 称 性 相关 的 动力 学 正 问题 是 指 ,由 给 定 的 动力 学 
К LO, ,P, 通过 寻找 Noether 对 称 性 的 生成 元 名 二 RNE БАЖ 
Cw, 而 求 得 守恒 量 式 (5.5.5) 。 
5.5.2 逆 问 题 的 提 法 和 解法 
与 Noether 对 称 性 相关 的 动力 学 逆 问 题 有 如 下 提 法 :根据 变质 
量 完整 系统 的 一 个 积分 
@(4,44) = 常数 (5. 5. 6) 
来 求 系统 的 Lagrange 函数 .广义 力 Q, 广义 反 推力 已 以 及 无 限 小 
EERTE д, Е, 和 规范 函数 Cy. 


为 解 上 述 逆 问 题 , 令 积 分 式 (5. 5.6) 等 于 Noether 守恒 量 式 
(5.5.5) , 即 


Uy + (6, = aio) + Cy = o (5.5.7) 
Noether 逆 定 理 给 出 无 限 小 生成 元 5 
£ = k; t (5.5.8) 
9q, 
其 中 
aL 


é, =Š = déos hh = б„,һ„ = EPET 
4.99, 
方程 式 (5. 5.7) 5(5.5.8) 联合 Noether 式 (5.5.2) a Killing 方 
程式 (5. 5.3) \ 式 (5. 5.4) ,就 有 可 能 求 得 逆 问 题 的 解 。 
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5.5.3 Bil 


已 知 单 自由 度 系统 的 一 个 积分 
w = тд -Bivicosa = 常数 


(5. 5. 9) 


其 中 m = m(t), Bwa 为 常数 。 试 用 Noether 方法 求 系统 的 
Lagrange 函数 了 广义 力 Q、 广 义 反 推力 已, 以 及 Noether 对 称 性 的 


生成 元 6 和 规范 函数 Cy. 
式 (5.5.8) 给 出 
Н = hum 
可 取 
hy = L 
WA 
y> 2 
€=1,h, = 3 = m, 
可 取 


& = 0,ё = 1,L = т) 


(5.5.7) 给 出 
于 + Gy = mq - Btv, cosa 
由 此 求 得 
Gy = - Btv, cosa 
式 (5.5.2) 给 出 


aL 5 
ар СӨР) бр 


将 式 (5. 5. 13) 代入 式 (5. 5. 14) ,得 


(5. 5. 10) 


(5.5. 11) 


(5:512) 


(5. 5. 13) 


(5. 5. 14) 
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(Q +P) = Bv,cosa (5. 5. 15) 


取 
Q=0 
则 有 
P = Bu, cosa (5.5. 16) 
对 比 式 (5.1.12) ,有 
mu + 7 = Ви, сова (5.5.17) 
这 里 и 为 微粒 的 绝对 速度 。 由 此 ,得 
и. > = сова (5.5.18) 
m = В (5.5.19) 
积分 式 (5. 5. 19) ,得 
m = то + ñ: (5.5.20) 


这 样 , 式 (5.5.11)、 式 (5.5.13)、 式 (5.5.16)、 式 (5.5.18) 、 式 
(5.5.20) 就 是 逆 问 题 的 一 个 可 能 解 。 实 际 上 , 这 个 问题 就 是 运 煤 
车 变质 量 问题 的 模型 : 运 煤 车 空 车 质量 为 mo, 煤 以 速度 ww 从 固定 
漏斗 落 入 车 厢 内 ,w 与 水 平 线 夹 角 为 a, 每 秒 落 和 车厢 内 的 质量 为 
В, q 为 运 煤 车 的 水 平 坐标 9” 。 
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第 6 章 非 完整 动力 学 中 的 逆 问题 


非 完整 系统 动力 学 的 研究 已 有 百年 历史 ,发 表 了 大 量 论文 和 
专著 ,如 参考 文献 [1-16] 。 但 是 ,很 少 涉及 非 完整 动力 学 逆 问 题 。 
非 完整 动力 学 的 正 问题 是 指 ,已 知 系统 的 动能 广义 力 、 约 束 方程 
来 求 非 完整 系统 的 运动 规律 ,包括 运动 的 性 质 以 及 最 终 的 解 。 本 
章 讨论 上 述 问 题 的 逆 问 题 ,包括 非 完整 系统 运动 方程 的 构成 、 非 完 
整 系统 运动 方程 的 修改 ,以 及 力 场 的 构造 、 广 义 Poisson 方法 和 动 
力学 逆 问 题 ,Bertrand 定理 对 非 完 整 系统 的 推广 、 变 质量 非 完 整 系 
统 动力 学 逆 问 题 二 阶 非 完 整 系统 动力 学 逆 问 题 等 。 


6.1 非 完 整 动力 学 简介 


受 有 至 少 一 个 不 可 积分 微分 约束 的 力学 系统 称 为 非 完 整 系 
统 。 非 完整 力学 可 用 于 研究 滚轮 系统 ,如 自行 车 、 摩 托 车 汽车 、 飞 
机 起 落架 等 的 运动 。 非 完整 力学 也 用 于 研究 电机 、 水 力 机 一般 链 
式 系统 (如 机 器 人 ) 等 。 本 节 简单 介绍 非 完 整 动力 学 的 一 些 结果 ， 
为 下 面 研究 动力 学 逆 问 题 打下 基础 。 
6.1.1 力学 的 变 分 原理 

力学 的 变 分 原理 包括 微分 变 分 原理 和 积分 变 分 原理 。 微 分 变 
分 原理 包括 Р” Alembert-Lagrange 原理 Jourdain 原理 .Gauss 原理 
等 。 积 分 变 分 原理 包括 Hamilton 原理 ,Lagrange 原理 等 。 

设 力 学 系统 由 .N 个 质量 为 mi(i = 1,2,…,N) 的 质点 组 成 。 
D’ Alembert-Lagrange 原理 表示 为 

(Е, - mj¥,)+6r, =0 (= O (61.1) 
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式 中 :F, 为 作用 在 质点 上 的 主动 力 ;7; 为 质点 的 加 速度 ;5r; 为 点 的 
虚 位 移 。 这 里 及 以 后 相同 指标 表示 求 和 。 原理 式 (6. 1. 1) 表明 ,对 
具有 双 面 理想 约束 的 力学 系统 ,主动 力 和 假想 的 惯性 力 在 虚 位 移 
上 所 作 的 虚 功 之 和 等 于 零 。 引进 广义 坐标 g,(s = 1,2,…,n) 之 
后 ,原理 可 表示 为 Euler-Lagrange 形式 , 即 
(ЕЕ = г + 0,64, =0 (s =1,2,-+,n) (6.1.2) 

式 中 :7 为 系统 动能 ;Q, 为 广义 力 。 

将 原理 式 (6. 1.2) 应 用 于 非 完 整 系统 时 , 需 给 出 非 完 整 约束 
对 广义 虚 位 移 ба, 的 限制 。 于 是 ,出 现 了 Appell - Четаев 定义 :对 
非 完 整 约束 


(1,4,4) =0 (B=1,2,.…,8) (6.1.3) 
A 
9а, =0 (3 =1,2,--",n) (6. 1.4) 
94, 
参考 文献 [3] 指出 ,对 非 完 整 系统 应 采用 Jourdain 原理 ,有 
әт d ər к 
(5. ~ arog, + 0). = 9 (6.1.5) 


式 中 :64, 为 速度 空间 的 广义 虚 位 移 。 非 完整 约束 式 (6. 1.3) 对 ба, 
的 限制 为 


He, 4, =0 (B=1,2,=:,g;s = 1,2,.…,n) (6.1.6) 
94, 
利用 原理 式 (6.1.2) 和 限制 条 件 式 (6.1.4), 利用 原理 式 
(6.1.5) 和 条 件 式 (6. 1.6) ,可 导出 同样 的 运动 微分 方程 。 
一 般 说 来 ,Hamilton 原理 对 非 完整 系统 不 是 一 个 稳定 作用 量 
原理 。 


6.1.2 运动 微分 方程 


非 完 整 系统 的 运动 微分 方程 有 多 种 形式 , 如 Euler-Lagrange 
175 


体系 的 方程 .Nielsen 体系 的 方程 .Appell KAW BIA I 
程 \ 正 则 方程 等 。 
非 完 整 系统 带 乘 子 的 Lagrange 方程 有 如 下 形式 , 即 


4 әт _әТ % 
a4, 


= + 
4 94, ôq, Q. + Ap 


(s =1,2,-+:,n;B = 1;2,---,g) 


(6. 1.7) 


方程 式 (6. 1.7) 与 约束 方程 式 (6.1.3) 可 确定 非 完整 系统 的 运 
动 ,并 可 求 出 非 完 整 约束 反 力 。 


Чаплыгин 方程 有 如 下 形式 , 即 
ЖЭТ at eah © Bosnja, = -起 
tag 04. д4,\ ðq, ZA 
(ow =1,2,,8;8 = n-giB = 1,2,+‚,д) (6.1.8) 
其 中 
= Т(4,,9,) 
T =T lassie) ST, ABe) (61.9) 
V = V(q,) 
而 约束 方程 为 
йв = В, (4,)4. (6. 1. 10) 
如 果 非 完整 约束 有 如 下 形式 , 即 
Яав = Фв(Фй,›Ч„ t) (6.1.11) 
则 有 广义 坐标 下 的 广义 Чаплыгин 方程 
dar ar yaa ге) ar Sp. Q. 
t 94, 94. Я dt ag, 9,1 994,.в дд, 


(а = 1,2,---,в;в =n -g;ß = 1,2,---,g) (6.1.12) 


T (4..4, 1) = 764,0, Pelt ġest) st) 
(6. 1. 13) 
ы м 

š 9Фв 
0. = 0. + Ones 


6.1.3 积分 方法 


动力 学 方程 的 积分 问题 是 一 个 一 直 需 要 研究 的 课题 。 如 何 千 
方 百 计 地 去 寻找 较 多 的 积分 ,以 及 如 何 更 好 地 利用 这 些 积分 ,成 为 
数学 力学 家 们 努力 的 重要 目标 。 对 于 完整 保守 力学 系统 ,已 经 取 
得 了 一 些 十 分 美妙 的 结果 ,但 对 一 般 的 非 保守 系统 ,尤其 是 非 完整 
系统 的 积分 理论 还 不 十 分 完善 ,还 有 待 进一步 充实 和 发 展 "l。 非 
完整 动力 学 的 积分 方法 包括 Whittaker 降 阶 法 的 推广 ,Poisson 理 
论 的 推广 , 场 方法 的 推广 .Noether 对 称 性 的 推广 Lie 对 称 性 的 推 
BTN 。 下 面 介绍 非 完整 力学 的 Poisson 方法 和 Noether 对 称 
性 方法 。 

1. Poisson 方法 

Poisson 方法 的 出 发 点 是 正则 方程 。 假 设 广义 力 有 势 , 则 方程 
式 (6.1.7) 可 表示 为 


ta 24, = в 94 (6. 1. 14) 
其 中 
тЫ BLA 
L = T - V,Q, = rie (6. 1.15) 
引进 广义 动量 和 Hamilton 函数 
‚ = ty Н apq -L (s =1,2,---,п) (6.1.16) 
д4, 
则 方程 式 (6. 1. 14) 可 表示 为 正则 形式 


oH . oH of, 
= С.р, =- À в = 1,2,5, 
К А (32) (s n) 


q, 


(6.1.17) 
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RP: (Ap) (2) ap E ha ap ЖЕНЫ, Poisson 


方法 有 如 下 结果 5 。 
命题 1 KA fpa) 为 非 完整 系统 式 (6.1.3)、 式 
(6. 1.17) Роан 


as) of 
„H =0 6.1.18 
a tan + ap ( SE) 7 ( ) 
其 中 
u of oH = of oH 
al ôq, др, Әр, ðq, (829 
28 Poisson 括号 。 


命题 2 函数 (1,p,,q,) 是 Чаплыгин 方程 式 (6. 1.8) 第 一 
积分 的 充分 必要 条 件 为 


Ў.) - 


Ge “see = ач 


(oz = 1,2,---,6;В = 1,2,-,g;6 = n — g) (6. 1.20) 
其 中 


p. = 82, H =p,4,-L (6.1.21) 


5Җ(6. 1.18) 5 (6.1.20) 称 为 非 完整 系统 对 第 一 积分 的 广义 
Poisson 条 件 。 

命题 3 ”对 一 般 广义 力 有 势 的 非 完整 系统 ,如 果 Lagrange K 
数 工 和 约束 方程 户 = 0 都 不 显 含 时 间 i, 而 /为 系统 包含 时 间 1 的 第 
一 积分 , 则 af/at, a°f/ at? ,… 均 为 系统 的 第 一 积分 。 

命题 4 ”对 一 般 广义 力 有 势 的 非 完整 系统 ,如 果 Lagrange K 
数 工 和 约束 方程 = 0 都 不 显 含 某 个 坐标 ,如 q, ,而 7 为 系统 显 含 
а 的 第 一 积分 , 则 af/ aq, ,337ag; ,… 均 为 系统 的 第 一 积分 。 
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利用 命题 3 和 命题 4, 可 由 非 完整 系统 的 已 知 积分 生成 新 的 积 
分 。 

2. Noether 方法 

Noether 方 法 是 由 Noether 对 称 性 找到 守恒 量 的 一 种 重要 积分 
方法 。Noether 对 称 性 是 Hamilton 作用 量 在 群 的 无 限 小 变换 下 的 
一 种 不 变性 。 

命题 5 ”如 果 无 限 小 变换 的 生成 元 &,、\é。 和 规范 函数 Cy = 
С»(#,4,4) 满足 如 下 广义 Noether 等 式 


Lis + Sika + ВЕ, + SE, -4&) + ОЕ, Фо) +бу=0 


(з = 1,2,+++,n) (6. 1. 22) 
以 及 非 完整 约束 的 限制 条 件 
a -4&) =0 (В =1,2,°*",g3s = 1,2,°*,n) 


(6. 1.23) 


其 中 Q, 为 非 势 广义 力 , 则 非 完整 系统 式 (6. 1.7) 30 (6. 1.3) 存在 
如 下 形式 的 Noether 守恒 量 , 即 


Iy = Ly + Fe, -4&) + Gy = WH (6.1.24) 


6.1.4 专门 问题 


非 完整 力学 理论 应 用 于 许多 专门 问题 ,如 非 完整 系统 的 小 振 
动 和 稳定 性 , 非 完整 系统 的 打击 运动 , 带 有 可 变质 量 的 非 完 整 
动力 学 ,有 非 完 整 约束 时 刚体 绕 定 点 的 转动 问题 ,包含 伺服 约束 的 
非 完整 动力 学 、 可 控 系 统 动力 学 、 相 对 运动 动力 学 、 机 电 系 统 动力 
学 ,事件 空间 动力 学 ,以 及 动力 学 逆 问 题 等 。 这 些 专门 问题 不 
仅 丰 富 了 非 完 整 动力 学 的 内 容 , 而 且 大 多 有 实际 背景 。 
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6.2 非 完 整 系统 运动 方程 的 组 建 


本 节 研 究 由 约束 方程 和 积分 来 组 建 非 完 整 系统 运动 方程 的 
问题 。 
6.2.1 问题 的 提 法 
假设 力学 系统 的 位 形 由 个 广义 坐标 g,(s = 1,2,…,n) 来 确 
定 , 它 的 运动 受 有 8 个 双 面 理想 Jeraes 型 非 完 整 约束 
(9..4, 1) =0 (В = 1,2,--,g;s = 1,2,---,п) 
(6.2.1) 
已 知 系统 有 (m - z) 个 第 一 积分 
@,(q,,q,,t) = С, (v=g+1,=,m<n) (6.2.2) 
假设 式 (6.2.1) ZR (6. 2.2) FAY m КРАЖА „о, 彼此 相 容 、 独 立 ， 
且 对 其 中 的 变量 有 连续 一 阶 偏 导数 。 
现在 提出 非 完整 动力 学 的 一 个 基本 逆 问 题 ” :已 知 非 完整 约 


束 方程 式 (6. 2. 1) 和 积分 式 (6. 2.2) ,来 组 建 非 完整 系统 的 运动 微 
分 方程 。 


6.2.2 问题 的 解法 
将 式 (6.2.1) 5(6.2.2) 统一 表示 为 
в„(а,,4,,5) = С, (p= l,--,m sn). 2 (6.2.3) 
Жр в, = fp, Cy = 0(8 = 1,2,…,g)。 将 式 (6.2.3) ХН]: 
数 ,并 引入 Еругин 函数 ,有 
до, 


до до 
Мл РЧ ге УМА В n 
aq," + өй, r Ф, (,4,4,1) 


(u = 1,:--,m <n) (6.2.4) 
其 中 Ф, X Еругин wR. 34 C, 关 0 时 , = 0;34 C, = 0 时 ,为 满 
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E 

Ф,(0,4,4,1) = 0 (6.2.5) 
的 任意 函数 。 式 (6.2.4) 是 力学 系统 按 运 动 性 质 式 (6.2.1) 、 式 
(6.2.2) 而 运动 的 必要 条 件 。 组 建 运动 方程 的 问题 , 归结 为 寻求 
系统 的 广义 加 速度 3,(s = 1,2,…,n)。 由 式 (6.2.4) И m 4 
3, 记 作 


= 26 фаш, аю) _ A" 
i, = (9, aq, 7 = д9 
(rd = 1.2," mis = 1,2,- в; = т + 1 m + 2,5, п) 


(6.2.6) 
其 中 


до; 
А det( 7) _ #0 
而 A, 为 行列 式 A 元 素 (1,7r) ARAL ,А* 为 4 中 第 r 列 用 式 
(6.2.4) 中 和 矩阵 第 k 列 替代 所 得 表达 式 。 

所 组 建 的 方程 式 (6.2.6) 的 左 端 为 广义 加 速度 , 右 端 则 包含 
广义 力 \ 广 义 约 束 反 力 ,甚至 还 可 能 包含 一 部 分 广义 加 速度 。 组 建 
运动 方程 的 逆 问 题 , 一 般 说 没有 唯一 解 。 这 是 因为 ,首先 , 当 m < n 
时 ,不 能 由 式 (6. 2.6) 求 出 全 部 广义 加 速度 和 .(s = 1,2,…,n) ;其 
次 , 式 (6.2.6) 中 包含 一 些 Еругин 函数 ,它们 仅 满足 式 (6. 2.5), 
但 仍然 是 任意 函数 。 这 种 非 单一 解 允许 根据 具体 问题 的 其 他 需求 
(如 稳定 性 ,优化 等 ) 施加 一 些 补充 条 件 来 最 终 建立 非 完整 系统 的 
运动 方程 。 

6.2.3 算 例 


例 1 一 质量 为 m 的 质点 在 空间 中 运动 , 令 g, = x,q = y, 
q, =z, 它 的 运动 受 有 一 个 双 面 理想 Четаев 型 非 完 整 约束 
в, = - +4)” =0 (6.2.7) 
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已 知 系统 有 两 个 第 一 积分 


aa = ий ++) + тр; ЕВ 0 (6.2.8) 


в =ф/ф = C 0 (6.2.9) 
试 组建 系 统 的 运动 方程 。 
对 本 问题 ,有 
2 
ðw 4. Boe ¿dh К 
= dale] = h b 12 
а a А a(i ++ a (h +4) ] 
(6.2.10) 
其 代数 余子 式 为 
Ay =- mAn т 4243 
1 qı 
ë 1 4 
Аз = "(1 +3), = 2,4, =F 
z qı q, 
b А 
Ay = Lag +)? Ay =- m hq (Q + 4)? - та, 
bk Fu BR oa M 
А» = т hq (q +@,) + må, ,Аз = 0 
(6.2.11) 
因为 m = = 3, 故 
A*=0 (6.2.12) 
lh #0,C 7 0, # Еругин 函数 
Ф, = Ф, = 0 (6.2.13) 


将 式 (6.2.10) ~ (6. 2. 13) 代入 式 (6.2.6) ,得 到 


т 


i = F{- 2 коа = a{- “he, +0)} 
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äs = (i ,全 ja вы +49”) (6.2.14) 
其 中 
D, lao = 0 (6.2.15) 
(6.2. 14) 就 是 逆 问 题 的 解 集 。 特别 地 ,如 果 限于 研究 质点 
必须 在 超 曲面 式 (6. 2. 7) 上 运动 , 则 可 将 


4 = fog +) (6.2.16) 
ЛА (6. 2. 14) ,此 时 有 B，= 0, 于 是 ,得 到 
е abgq, 
1 DG ee gag? 
bgd, 
4, = 2289 (6.2.17) 


akha > 
4: = а Be 
这 就 是 著名 的 Appell-Hamel 问题 的 方程 。 
例 2” 设 系统 位 形 由 qq 确定 ,所 受 非 完整 约束 为 (201 


f = ф + Ыф — bq, +t = 0 (6.2.18) 
其 中 为 常数 。 已 知 有 一 个 积分 

w = q -bg + bq, = C # 0 (6. 2. 19) 
试 求 广义 加 速度 人 G20 


将 式 (6.2. 18) ` 式 (6.2. 19) 对 时 间 : 求 导数 ,得 
4. +64, +1 = @,q, - Ыф = 0 (6.2.20) 


由 此 解 得 
а Ф-1 ¿ _ bt(®=1) 
qı Lage > = 1 + 622 (6. 2.21) 


这 是 逆 问 题 的 解 集 。 特别 地 , 如果 限 于 研究 在 超 曲面 式 (6. 2. 18) 
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bis И Ф = 0, 于 是 ,得 到 
аа. ИЕ ao =. Ві 
Mee Ыр: 


这 是 Новосёлов 例子 逆 问 题 的 解 。 


(6. 2. 22) 


6.3 非 完 整 系统 运动 方程 的 修改 


本 节 研 究 非 完整 系统 运动 方程 的 修改 问题 ,包括 运动 方程 的 
显 式 以 及 与 此 相关 的 两 类 逆 问 题 的 提 法 和 解法 。 


6.3.1 非 完整 系统 运动 方程 的 显 式 
假设 力学 系统 的 位 形 由 个 广义 坐标 q,(s = 1,2,…,n) 来 确 
定 , 它 的 运动 受 有 8 个 双 面 理想 Четаев 型 非 完整 约束 
wp = faldt) =0 (В =1,2,--,g) (6.3.1) 
系统 的 运动 方程 可 表示 为 式 (6. 1.7) , 即 
а әт ӘТ 
dt aq, ðq, 
式 中 :7 为 系统 动能 ;Q, 为 广义 力 ;Ag 为 约束 乘 子 。 方 程式 (6.3.2) 
TRF HER” 
ðB, ðB, 


i = [- Thresa, + (9%: Bas 


= QA ZB (s = 125m) (6.3.2) 
q, 


ЭВ, ӘТ, aM. ð 
ое: = at tt + Ap А} 
(ВАТА: 3. 3) 
其 中 A = det(Ay) „„ 0,4, 为 动能 中 广义 速度 二 次 型 系数 ,A, 为 
4 元 素 (s,1) 的 代数 余子 式 ,B, 为 动能 中 广义 速度 一 次 型 系数 ,7 
为 动能 中 不 含 广义 速度 的 项 ,而 


1(дА„ `дА„ | ad 
k,r;s] = 二 | “= capes 6. 3.4) 
[ Lee | dg, д, = ‘ 
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为 系数 A, 的 第 一 类 Christoffel 记号 。 
6.3.2 ВНЕ 
非 完整 系统 运动 方程 的 修改 这 类 逆 问 题 有 两 种 提 法 。 
第 一 种 提 法 :已 知 系统 的 动能 Т, 约束 方程 式 (6.3.1) 以 及 
(m - в) 个 第 一 积分 
人 (0 二 GO (P= g +з +2у%-,т) (6.3.5) 
需要 确定 广义 力 0, 和 约束 乘 子 Me。 
第 二 种 提 法 :已 知 系统 的 m 个 积分 
@,(q,,q,,t) = C, (a = 1,2,---,m) (6.3.6) 
需要 确定 施加 在 系统 上 的 非 完 整 约束 。 


6.3.3 ИНН 


第 一 种 提 法 的 解法 。 
将 式 (6.3.1) 和 式 (6.3.5) 对 + 求 导 数 ,并 引入 Еругин 函数 
d, A 


до, до до, 
£ r ө А 
agt wae эд. 4, + т = (4,4,1) 
(ш = 1,2,---,т;ѕ = 1,2,--,п) (6.3.7) 


再 将 式 (6. 3.3) КА (6. 3.7) , 便 给 出 为 确定 待 求 参数 Q,,Ae 的 
mm 个 代数 方程 。 这 个 逆 问 题 与 6.2 节 中 的 逆 问 题 一 样 ,一 般 说 也 没 
有 唯一 解 。 

第 二 种 提 法 的 解法 。 

将 式 (6. 3. 6) 对 上 求 导数 , 仍 得 式 (6.3.7)。 由 式 (6.3.7) Ж 
出 一 部 分 广义 加 速度 , 记 作 


A, до.  dw,\_ A”. 
q С at 
(r,l = 1,2,---,m;s = 1,2,--,n3k = m + 1,m +2,--- ,n) 


(6.3.8) 
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假设 系统 所 受 非 完整 约束 有 如 下 形式 , 即 
Soldad) =0 (B =1,2,--,g;s = 1,2,:-,n) 
(6.3.9) 
下 面 建立 .fs 应 满足 的 方程 。 将 式 (6.3.9) 对 上 求 导 数 , 并 引入 
Еругин 函数 W, ,有 
ГАИ 


aq. tagt + а = 004,40) 
(В = 1,2,-++,g3s = 1,2,:--,п) (6.3. 10) 
р, 满足 
№,(00,4,4,1) =0 (6.3. 11) 


将 式 (6.3.8) 代入 式 (6. 3. 10) ,得 到 
9 А, Әә. әш) А". |, „ p 30, ,% _ 
aia - 944. аа 小 әй, * а, а = 
4» (Г,4,4,1) 
(В = 1,2,---,4;г,1 = 1,2,+,т; 

Е =m+1,m+2,-+,n3s = 1,2,+‚п) (6.3.12) 
方程 式 (6. 3. 12) 就 是 系统 上 施加 的 非 完 整 约束 应 满足 的 偏 微 
分 方程 组 。 在 一 般 情 形 下 ,由 方程 式 (6. 3. 12) 还 不 能 得 到 万 的 具 
体形 式 。 在 此 研究 一 些 特殊 情形 。 当 m = n 时 ,方程 式 (6. 3. 12) 
成 为 


fs [A д a } fe. Әу, 
pal al ®: - 2204, - ao] + Sea, + He = Raat 
a lal agt =) КС Pia (7,4,4,1) 


(В = 1,2,---,6;г,1,5 = 1,2,-++,n) (6. 3.13) 

进而 ,如 果 所 有 C, 关 0, 则 Ф, = 0, 而 方程 式 (6. 3. 12) 成 为 

_ 95 Д, до). до; 9%. % = 
әй, ар АЛ aq,” * 

(В = 1,2,-++,g5r,l,s = 1,2,=+,п) (6. 3. 14) 


= ЧЬ(/,4,й,1) 
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最 后 , 如 果 仅 限于 研究 满足 约束 式 (6. 3.10) 的 运动 , 那么 
W, = 0, 而 方程 式 (6. 3. 12) 成 为 


- BA (dor, аш) api +98 -0 
94, А \ әд," at) дч, 91 


(В = 1,2,---,6;ғ,1,5 =1,2,- п) (6.3. 15) 
解 偏 微分 方程 式 (6. 3.15) ,就 有 可 能 得 到 约束 的 具体 表 
达 式 。 


6.3.4 算 例 
例 1 已 知 系统 的 动能 为 
T = ат +4 +4) (6.3.16) 
非 完 整 约束 方程 为 
o = i - (4 +0) =0 (6.3.17) 
运动 积分 为 


dm +4 +0) +mgq, =h#0 (6.3.18) 


w=/ =С=0 (6.3.19) 
试 修 改 系统 的 运动 方程 。 
运动 方程 的 修改 问题 归结 为 寻求 广义 力 0,(s = 1,2,3) MA 
RRF A 的 问题 。 方 程式 (6. 3.2) 给 出 


О, A Б. ak 
ee ate 

ы ©. eg E -1⁄2 

у= а СИ +@,) | (6.3.20) 
= Q 入 

gs = + = 
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#650 (6.2.17) ~ 式 (6.2. 19) ХНН]: Ж, IFS|A Еругин K 
数 ,得 


is- (414, + 4.4) (4, + 4) 7 = Ф, 


mäi + 4,4, +40) + mg = Ф. (6320 
(44 -i)i = D, 
Ah #0,C 7 0, Ж 
Ф, = Ф, = 0 (6.3.22) 
若 限于 研究 质点 在 超 曲 面 式 (6. 3. 17) 上 运动 , 则 有 
Ф, = 0 (6.3.23) 


将 式 (6.3.22) (6. 3. 23) 代入 方程 式 (6. 3. 21) ,并 利用 方程 式 
(6.3.20) 消去 广义 加 速度 ç, ‚4, ‚аз 得 到 


a ai Det we eee 
75404 +4) т а 26% +4) m m = [te 
40, + 40, + 40, = - megs 
- 40, +410, = 0 

(6.3.24) 


式 (6. 3. 24) 就 是 为 确定 广义 力 Q, ,0,,0, 和 约束 乘 子 的 代数 方 
程 。 由 式 (6. 3. 24) 还 不 能 唯一 地 确定 这 四 个 未 知 量 。 
特别 地 ,如 取 


Q, =0 (6.3. 25) 
则 由 方程 式 (6.3. 24) 可 解 得 
‚ 0, =0,0, =-mg,A ae (6. 3. 26) 
я 1+5 
а 


将 式 (6. 3. 25) „2006. 3.26) 代入 方程 式 (6. 3. 20) , 便 完 成 了 运动 
方程 的 修改 。 
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例 2 ”假设 单位 质量 质点 在 一 个 非 完 整 约 束 下 在 空间 运动 ， 


已 知 系统 有 三 个 第 一 积分 
o s Оф) +84, = С, 
@ = qq = С, 


oa = 4,4: + 84 = С, 


(6.3.27) 


(6.3.28) 
(6.3.29) 


АН: С, ‚С, .С, 为 任意 常数 ;8 为 重力 加 速度 。 试 研究 非 完 整 约束 


的 形式 。 


首先 , 求 广义 加 速度 。 将 式 (6.3.27) ~ (6.3.29) 对 时 间 t 
RFR, AC, .C,.C, 为 任意 常数 , 故 Еругин 函数 为 零 , 有 


410. + 4:42 + 4:4: +84, = 0 
qq; Be 4241 =0 
44. +@@› +54, = 0 
H (6. 3. 28) 30 (6.3.31) 解 得 
更 = C,š, 
将 式 (6.3.33) 代入 式 (6. 3.30) \ 式 (6. 3.32) ,得 
qq (1 +C) + йз =- zà, 
4341 + 443 = - gQ, 
当 
А = (1+6) -ф 40 
时 ,由 式 (6.3.33) ~ (6.3.35) 求 得 第 一 组 解 
ф = q, =0,4; =-g 
4 
A=@(1+G) -@ = 0 


时 ,将 其 对 上 求 导数 ,并 将 结果 代入 方程 式 (6.3.34) ,得 


q, =-вйй,/2(4 +@,) 


(6.3.30) 
(6.3.31) 
(6. 3. 32) 


(6. 3. 33) 


(6. 3. 34) 
(6. 3. 35) 


(6. 3. 36) 


(6.3.37) 


(6.3.38) 
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将 其 代入 方程 式 (6. 3. 35) ,得 


Gs =—-в +0000 +@) (6. 3. 39) 
再 将 式 (6. 3. 38) 代入 式 (6. 3. 33) 并 注意 到 式 (6. 3. 39) ,得 
4, =- 003/204 + @) (6.3.40) 


于 是 ,得 到 第 二 组 解 式 (6.3.38) ~ (6.3.40). 
其 次 ,研究 非 完整 约束 的 形式 。 假 设 非 完整 约束 方程 有 如 下 
形式 , 即 


91,42,41) = 0 (6.3.41) 
如 果 仅 限于 沿 超 曲面 式 (6. 3.41) 的 运动 , 则 有 

Zi + +24, + HG, + 4 - (6.3. 42) 

将 问题 的 第 一 组 解 式 (6. 3. A 代入 方程 式 (6. 3. 42) ,得 

er ш 
age аг" 0 (6. 3. 43) 
于 是 /有 如 下 形式 , 即 

f = Ф(4,,4,43 + t) (6.3.44) 


Җ o 为 任意 函数 。 再 将 第 二 组 解 式 (6.3. 38) ~ (6.3.40) 代 
AK(6. 3.42) ,得 到 偏 微 分 方程 


= - 84143 )+ - 89-4; )+ 
94,4204 +4)/ 94, 2(4 +4.) 


‚2 
BE(-et A )+ =0 (6.3.45) 


ай 204+) @ 
可 以 找到 方程 式 (6. 3.45) 的 一 个 解 
#=@+@&-@ (6. 3. 46) 
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6.4 非 完 整 系统 运动 方程 的 封闭 


本 节 研 究 非 完整 系统 运动 方程 的 封闭 问题 ,包括 方程 的 一 阶 
形式 \ 封 闭 问题 的 提 法 和 解法 。 
6.4.1 非 完 整 系统 运动 方程 的 一 阶 形式 

设 力学 系统 的 位 形 由 nn 个 广义 坐标 g,(s = 1,2,…,n) 来 确 
定 , 它 的 运动 受 有 g& 个 双 面 理想 Четаев 型 非 完 整 约束 

А 3 В =1,2,…,gio = 1,2,.,8; 

= = dest) = 0 

wp = Veep — Фв\Ч,›й„,1) ( eS ena ) 


(6. 4. 1) 
系统 的 运动 方程 可 写成 牛 青 萍 形式 , 即 


с 


чат ӘТ _ ат (4 2p _ dea) - ӘТ де, _ с 
4 94, 99, дй, в dt 94, 94, ddesg 94. 
(с =1,2,-- в; =n-g3B = 1,2,+,д) (6.4.2) 


其 中 T 和 0。 分别 为 嵌入 约 束 后 的 动能 和 广义 力 ,有 
T = T(4q,4,, = Т(4,,4,,ф(,:4,,0) ,t) 
Е 9. 
0. = 0, +0. гы 


需要 注意 的 是 ,方程 组 (6. 4.2) 中 的 аТ/аа, „.аТ/аа,.„ 以 及 Q, 中 
的 д.р 应 以 函数 wp 替代 。 由 动能 的 性 质 可 知 ,方程 组 (6. 4.2) 对 
4, 是 线性 的 ,并 且 是 可 解 的 。 由 方程 组 (6. 4.2) 解 出 3,, 简 记 作 
q; =A Саъ). (ow = 1,2;--+,вңз. = 1,2,+,п) 
(6.4.3) 
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5 


Ж. Egy” Ой, =й, (6. 4. 4) 
则 式 (6.4. 1) (6.4.3) 可 表示 为 一 阶 形式 , 即 
Ж, = б (6.4.5) 
Keep = Xnretp = Ppl 1 ино vt) (6. 4. 6) 
nso = »(®%,,х„„,4) (6. 4.7) 


FIFE BI 5, ‚Ж ЭХ (6. 4. 1) 对 t 求 导数 ,并 引入 Epyran 函数 Ф,, 


: дев 8p, :. 717 


= + 
ntaa = gy Smee бб б” 


(В,у =1,2,-,g;¢ =n -g30 =1,2,…,2) (6.4.8) 


9 * 
+ a + $, (%,4,4,1) 


其 中 
Ф,(0,4,4,1) =0 
式 (6.4.5) ~ 式 (6.4.8) 可 称 为 用 Еругин 方法 得 到 的 非 完 
整 系统 的 运动 方程 。 


6.4.2 逆 问 题 的 提 法 


现在 分 析 式 (6.4.5) ~ 式 (6.4.8)。 它们 是 2n 个 一 阶 方程 ， 
HP п 12006. 4.5) (6.4.6) 的 右 端 在 给 定 非 完 整 约束 下 是 
x(i = 1,2,…,2n) 和 4 的 已 知 函 数 ,而 后 面 n 个 式 (6.4.7)、 式 
(6.4.8) 的 右 端 是 待 求 的 。 

提出 非 完整 动力 学 的 一 个 基本 逆 问 题 一 一 运动 方程 的 封闭 
问题 。 这 个 逆 问 题 的 提 法 如 下 :已 知 非 完 整 约束 方程 式 (6.4.1) 
及 一 部 分 运动 方程 式 (6. 4.5) ` 式 (6.4. 6) ,根据 给 定 的 (m - д) 个 
第 一 积分 

вю„(4.,4.,!) = C, (и=&+1‚,&@ +2,-‚т;з = 1,2,-+,n) 
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来 封闭 式 (6.4.5) ~ (6.4.8) 
6.4.3 逆 问 题 的 解法 
方程 式 (6.4.9) 可 写成 
Opl Krins) = C, (6. 4. 10) 


将 其 对 1 求 导数 ,利用 式 (6.4.5) ~ 5(6.4.8) ,并 引入 Еругин K 
ЖФ, 


dw, ðw, до, 


e sl e a 
Әх Pe И Әх реВ ° ee oe 
до, д д. ð ð 
Са: ор, Ф, Фв Pg )= Ф 
ве ox, ata + дх, Py ax, Se Z ИТА а 


+y 


(и =g+1,g +2,=:,m;ß,y =1,2,--- „8 


= п-2;0 =1,2,--,e) (6.4.11) 
或 者 写成 
(22. гда, дф, Opp ГА = Ф; (6. 4. 12) 
9х, а Эхо 
其 中 
до, 
= Seen Р 
ca i Әх P 
©. Ж. бе n OAN 


ы. МЫ at 
ee (P... + fag, + 22) 
Ox, ax, Ox. т ðt 


由 式 (6.4.12) ЯН (m - g) Sf, A 


п+є+В 
А,» д“ 
f= + ($; Ф) ~The (r =1,2,--,m — g; 


l=g+1,g+2,-,m;k =m+l,m +2,.-*,8) 


(6.4.14) 
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其 中 


А = det( 22e + 22u ев) #0 
дх.., дх,.„арв OX nse! (mg) х(т-в) 


A, 为 4A 元素 (1,7) 的 代数 余子 式 ,A" 为 A 中 第 > 列 用 式 (6.4. 12, 
和 矩阵 的 第 k 列 替代 所 得 行列 式 。 
运动 方程 的 封闭 这 类 逆 问 题 ,一 般 说 没有 唯一 解 。 这 是 因为 ， 
首先 ,方程 式 (6. 4. 12) FE m < п 时 不 能 求 出 全 部 的 上 ;其 次 ,方程 
式 (6.4. 12) 中 还 包含 一 些 FEpyru 函数 。 
6.4.4 算 例 
研究 匀 质 圆 球 在 粗糙 水 平面 上 自由 运动 时 ,运动 方程 的 封闭 
问题 。 
圆 球 的 位 置 由 其 质心 坐标 x、\y 和 Euler 角 yy.9.p 来 确定 。 系统 
有 两 个 非 完整 约束 ,它们 表示 圆 球 与 平面 接触 点 的 速度 为 零 ,有 如 
下 形式 , 即 
w, = Я + а(фсозувїпӨ - Asin) = 0 
(6. 4. 15) 
w, = ў + а(фвїщвїпӨ + дсоѕр) = 0 
其 中 a 为 球 的 半径 。 给 定 系统 三 个 第 一 积分 


о, = тт? +7?) + теу +ф? + @ + 2ффсозӨ) = 
h> 0 
w, = gcosy + gsindsing = С #0 
Ws =- bsiny + psingcosy = C, # 0 
(6.4.16) 
4 
% = Q =ф,% = q, = 0%; = ф = @,x, = q, = х 
8095 = y seg = ф,х, x 0,xs = ф,х =, = Y 
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方程 式 (6.4.5) (6.4.6) 给 出 
ži = %,% = 5,5 = Xs 
Ж = % = — a(xşcosxsinx, — xsinx) (6.4.17) 


Xs = ху = – a(xssinz;sinx, + xcosx ) 


而 式 (6. 4. 16) 成 为 


1 er Ж Se РТР 
© = mls, + %i9) + 2 sma (% + x, + x, + 2ххусовх,) 
W4 = X,COSX, + Xgsinx,Sinx, ,ws = —x,Sinx, + x,sinx,cosx, 


(6. 4. 18) 
为 按 式 (6.4. 14) RAL (т = 1,2,3) ,进行 下 列 计算 


As der( 22a + до де) 


O%5,, дха в OXs+r/ 3x3 


2 
— ma? (xç + x,cosx, ) 2 таз», а Г + xcosx, ) 


S 5 5 
0 cosx, sinx,sinx, = 
0 — sinx, sinx, cosx, 
2 ma’ (xç + X%gcosx, ) sinx, (6. 4. 19) 
Ду = sinx,,A, = A, = 0 


Тлу р: 
— = та x;sinx;cosz, 一 


и = -3 


2 да ( + х,соѕх,) sinx, 


5 


= 0067 š 
Ав = sma (ж + xgcosx, ) sinx, cosx, 


2 5 
Agus ma? (z + %gcosx, ) sinx, 
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了 240: 4 
As, = -gma xsinx, sinx, 一 


5 


2.2 
sma (хз + xcosx, ) cosx 一 


„2 
ma’x,sin’x,cosx, 


2 арн 
А» =- Sma (а, + xcosx, ) sinx,sinx, 


As = 2 ma? (x, + хзсозх, ) Cosx, (6. 4. 20) 


2, к 2,2 š 
Ps =- $ та xexzae Sina, + ma’x,x,cosx,sinx, 
Ф, = ( — xsinx, + xssinz;coszx, )xç + xsx;cosx,sinx, 
Ps = ( — xcosx, — zssinx;sinx, )xe + xsx7cosx;C0oSx, 
Ф; = Ф, - тх,Фү - тх„Ф,,Ф, = Ф,,Ф; = Ф; 
(6.4.21) 
关系 式 (6.4. 14) 给 出 


£ = TA, ($; - Ф,) + Ay (Ø; - $.) + As ($; =Ø) 


ge ERCA - @,) +4. (Ф: - Ф) FALDE 


fy = Flan ($; - Ф) +ь(Ф, - Ф) +А„(Ф; -Ф,)| 

i (6.4.22) 
将 式 (6.4.19) ~ (6.4.21) 代入 式 (6.4. 22) ,得 到 
fi = 104; +A, @; +As,®; ) > 


1 (22 mE Dt. 9 2 у, 
A| 8 ™ %®з%з5їп x, +-с-та хухусоз®, — -5 ma х„хусовх, 


5 5 
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Ta T(As@; +ДеФ! +А„Ф{) + 


+Í - 2 ma’ (х, + xcosx, )agxsine, | (6. 4. 23) 


f = Lsa; +Ag®, + А„Ф; ) т 
Hf ma? (x + x%gcosx,) (xs 一 ecosxz ) x, } 
E h.C.C, 不 为 零 , 故 Еругин 函数 为 
Ф, = Ф, = Ф, = 0 (6. 4. 24) 
注意 到 式 (6. 4.21), FRA 


Xşcosx sinx, — xsinx, 
Ж = 8 1 2 Ф, r 


Zalm + xcosx, ) Zala + xcosx, ) 


xgsinx,sinx, + x,cosx, 
Ф, + 


‚2 2 2 
X71 (Xexssin x + xs Cosx, — xç COS% ) 


(6.4.25) 


(х6 + хьсовх, ) sinx. 
6 8 2 2 


x (xé — %совх,) 


= 一 x, 81 = "7 
h Xexasinx, fa sinx, 


特别 地 , 如 果 限 于 研究 沿 超 曲面 式 (6.4.15) 的 运动 , 则 式 
(6.4.25) 中 的 Ф, = Ф, = 0, 这 样 , 便 有 


和 [x6xssin2xy + (x - x ) cosx, ] 


Л = (25 + %gcosx, ) sinx, 


(6. 4. 26) 
№ = — zexssinx; f, = — чо) 
而 

%=)/, x = f, а = f, (6.4.27) 
于 是 , 式 (6.4.7)` 式 (6.4.8) 的 右 端 可 以 表示 出 来 ,从 而 完成 运动 
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方程 的 封闭 。 
6.5 力 场 的 构造 


本 节 研 究 在 已 知 非 完 整 约 束 和 一 部 分 积分 时 来 求 广义 力 的 问 
题 , 称 为 力 场 的 构造 。 
6.5.1 构造 
提出 非 完 整 系统 的 如 下 逆 问 题 : 设 力学 系统 的 位 形 由 个 广 
MER q, (5 = 1,2,…,n) 来 确定 ; 它 的 运动 受 有 g 个 双 面 理想 
Четаев 型 非 完整 约束 
Wa(q,9,t) = erp - 9в(4,,4.,1) = 0 
(В = 1,2,---,2;а =1,2,-,e;6 = n —g3s = 1,2,---,n) 
(6.5.1) 
并 具有 (n - а) 个 第 一 积分 
@.(4,4,1) = С, (a=g+1g+2,.,n) (6.5.2) 
试 求 作用 在 系统 上 的 广义 力 。 
为 解 此 问题 ,首先 写 出 系统 运动 的 Maggi WI 
d ат aT d ат ат дев _ 
4 әд, Әд, e 3 (5 ай, & 94. -в > бз) 
(а =1,2,---,в;в =n -g;B =1,2,---,g) (6.5.3) 
将 其 改写 为 


0, + 0,.в д = š s š s. + (% =з A A Ув 
(6.5.4) 
将 式 (6.5.1) \ 式 (6.5.2) 合并 一 起 并 写成 
4,(4,4,1) =C, (ш=1,2,--- п) (6.5.5) 


198 


再 将 式 (6.5. 5) 对 1 求 导数 ,并 引入 Еругин 函数 ,得 到 
+ +e = ФМ шуды) (шә 1,2.) 
(6.5.6) 
假设 由 方程 式 (6.5.6) 可 解 出 个 广义 加 速度 ,并 记 作 
4, = Fills ØY (sikim'= 1)2)--,n) (6.5.7) 
最 后 ,将 式 (6. 5.7) 代入 方程 式 (6. 5.4) , 便 得 为 确定 广义 力 Q, 的 
(n в) 个 代数 方程 。 由 这 些 代数 方程, 一 般 说 尚 不 能 求 出 全 部 广 
义 力 。 


6.5.2 Beil 
例 1 一 质量 为 m 的 质点 在 空间 中 运动 ,其 动能 为 
Т=ут(й+@+4) (6.5.8) 
它 的 运动 受 有 一 个 非 线性 非 完整 约束 
о = - 2G +4)" =0 (6.5.9) 


已 知 系统 有 两 个 第 一 积分 
в, =тт(й +40 +4) + mgg = h #0 (6.5.10) 
оу = 42/9 = С #0 
试 求 作用 在 系统 上 的 广义 力 0, .0, 和 Qo 
本 问题 是 nx = 3,g = 1 的 情形 。 НА, WS Maggi 方程 , 式 
(6. 5.4) 给 出 


ETF а s£ Ө. ЖОРТ re 
Q +Q, ad +4,) = mq, + mq, PLACA +4) г. 

Bia ка сау 3 ЕТ? ШҮҮ eer Моа 
Q + 0, 004 +4,) "= mü, + mq, 70% +4) 


(6. 5.11) 
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其 次 ,将 式 (6.5.9) \ 式 (6. 5.10) 对 4 求 导数 ,并 引入 Еругин 函数 
ФН 


oo 

йз = (hi +Ф@)(Ф +4) = Ф, 
ерү Е (6. 5. 12) 

т(4\@\ + 442 + 9393) + meq, = 0 


(44 -@ф)4 = 0 
由 此 解 得 


4:4 (Фи +g) 


4 = Š Е Ж: rie 
@+@)[1+ 2a +4) | 

Re 4›й,(Ф, + g) 

pa 


(д D [a tag +a] 


be ca 
Ф, - 26000 +4) 
j = 一 一 二 一 一 一 一 (6.5.13) 
se | 242202 
1+ (q, +4) 


将 式 (6. 5. 13) КА (6. 5. 11) ,得 到 


+ tag +0) 


2 


x bo ae Spelt ieee 
-hil D +) + 2000 +4) [Ф, - 06660 +) 2] 


m 
aon aa eae 
Са +40 [162060 +] 
[Жөе 
0, + Q, PLACA +4) ye 
KA БЕ не Bett hoy eG 
-Ф@ф(Ф, +в) + 2400 +) [Ф, - 845 (q, +4.) е) 
т 


ТТЕ Lek ane 
а +@)[1+ 2a +72] 


(6. 5. 14) 
200 


这 就 是 为 确定 广义 力 Q,、8, 和 Q, 的 两 个 代数 方程 。 


如 果 限于 研究 质点 必须 在 超 曲 面 式 (6. 5.9) 上 运动 , 则 有 


ht Olan =0 (6.5. 


将 式 (6.5.15) 代入 式 (6. 5. 14) ,得 到 


ey 1⁄4 


bso ae Ë суга arse 
0, + Qs h (4, +4.) =- т (й +) 2 


15) 


16) 


17) 


18) 


19) 


Q + Qs 0 + 0) =- me bang + 72 
(6. 5. 
由 此 尚 不 能 最 后 确定 出 Q,、Q, 和 Oso TA 
0, = 0, =0,0 =- mg (6. 5. 
是 问题 的 一 个 解 。 
例 2 ”已 知 系统 位 形 由 q, .q 确定 ,动能 为 
= +4) (6.5. 
非 完整 约束 为 线性 非 定常 的 ,有 
wi =å - tà = 0 (6.5. 
已 知 系统 有 一 个 积分 
= =F +a) +10 = Сж0 (6.5.20) 
试 构造 问题 的 力 场 。 
式 (6.5.4) 给 出 


0›+0 = 4, + Git (6.5.21) 
将 式 (6. 5. 19) ‚з (6. 5.20) 对 + 求 导 数 , 并 引入 Еругин 函数 Ф,, 


得 到 
dı - 4, -4 = Bd + 44. + 924, = 0 
由 此 解 得 


а = 一 (9192 + 292 + 4Ф,) + ф + Ф, 


са 


4 = (4.4 + 924, + iB) 


+ 
(6. 5. 22) 
注意 到 式 (6.5. 19) , 则 有 
42 + qt = 一 92 (6.5.23) 
将 式 (6. 5.23) 代入 式 (6.5.21) ,得 
0, + Qt =- Ф (6.5.24) 
这 就 是 问题 的 力 场 。 
6.6 广义 Poisson 条 件 与 
非 完 整 动力 学 逆 问 题 


本 节 研 究 与 广义 Poisson 条 件 式 (6.1.18) ‚з (6. 1.20) 相关 
的 非 完 整 动力 学 逆 问 题 , 包括 非 完整 系统 对 第 一 积分 的 广义 
Poisson 4: Hamilton 函数 的 构造 .势力 场 的 构造 等 。 


6.6.1 非 完 整 系统 对 第 一 积分 的 广义 Poisson 条 件 


假设 力学 系统 的 位 形 由 个 广义 坐标 gq,(s = 1,2,…,n) 来 确 
定 , 它 的 运动 受 有 g 个 双 面 理想 Четаев 型 非 完整 约束 
(4,4, t) =0 (В =1,2,--,g;s = 1,2,.,n) 


(6.6.1) 
设 所 受 广义 力 有 势 , 则 运动 方程 表示 为 
RE & 


= ml 2 a naald 
iia, УК hae (з =1,2,.,n;B = 1,2,.…,8) 


(6.6.2) 
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引入 广义 动量 和 Hamilton 函数 
ðL { 
= H =рф,-1 (6. 6.3) 
P. әд p.q 


则 方程 式 (6. 6.2) 可 表示 为 正则 形式 , 即 


‚ oH Ән ap 
q = Te ы ме Оё | 


($ = 1,2,---,п;В = 1,2,---,g) (6.6.4) 
ЖР (Ag) ,(96,/94,) № Ар, 97/90, 中 省 用 4 记 半 替代 所 得 表达 式 。 
Rapt) 为 系统 的 第 一 积分 , 则 有 
a а) Ff _ 
x * ОН + ao [12] =0 (6.6.5) 
其 中 (f,H) 28 Poisson 括号 
_ Of oH _ əf aH 
да, ӘР. др, 99, 
式 (6. 6. 5) 称 为 非 完整 系统 对 第 一 积分 的 广义 Poisson 条 件 。 这 是 
一 个 充分 必要 条 件 :如 果 / 满足 式 (6. 6.5) , 则 它 是 系统 的 积分 ;如 
# f 是 积分 , 则 它 必 满 足 式 (6.6.5) 。 
对 于 Чаплыгин 非 完 整 系统 ,此 时 荆 中 不 含 q. ,约束 是 线性 、 
齐 次 、 定 常 的 , 且 不 含 g。,g, 即 
Gers = Barpo (q,)q; 


(B,1,2,°*,g30,v = 1,2,-,‚в;в = п-в) (6.6.6) 
5 


2(4,.4,) = L(q,,4,,B,.a q.) 
引入 广义 动量 和 Hamilton 函数 


„H =р.4, -L (6.6.7) 


则 系统 的 正则 方程 为 
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м У „ШЕ (2 АЙ Bape) oil 
Жу ape Pr, a 90。6 八 Əq; aq, / Эр, 


(o,v =1,2,---,в;В = 1,2,-;-,д;в = п-в) (6.6.8) 
FEF (а[/д4,в) 28 91/94, в P д, FA q, p, 表示 所 得 表达 式 。 设 
Ка. Post) 是 系统 的 第 一 积分 , 则 有 5 


CENTA Te S> ab 522) (28. re «вы aH _ | 
at z erp) do др, 
РИ ән. gig =п-в) (6.6.9) 


50 (6.6.9) 就 是 Чаплыгин на 积分 的 广义 Poisson 
条 件 。 


6.6.2 Hamilton 函数 的 构造 


现在 提出 与 广义 Poisson 条 件 相 关 的 一 个 逆 问 题 :给 定 非 完 整 
约束 方程 式 (6. 6. 1) 以 及 m 个 彼此 相 容 且 独 立 的 第 一 积分 
o,(q,P,t) =c, (ш =1,2,--+,m) (6. 6. 10) 
来 求 系统 Hamilton 函数 五 的 集合 。 这 里 假设 式 (6.6.10) 与 式 
(6.6.1) 彼此 相 容 上 且 独立 。 
为 解 这 类 逆 问 题 ,可 利用 广义 Poisson 条 件 式 (6. 6.5)。 将 式 
(6. 6. 10) 代入 式 (6. 6.5) ,得 到 


да + Cal Н) + о) = 


ðt Әр, 
(и = 1,2,--,т;В = 1,2,--,@38 = 1,2,--- n) 
(6. 6. 11) 
将 约束 方程 式 (6. 6.1) 表示 为 
fapt) = 0 (6.6.12) 


其 中 
Fa(Q.P st) = Ь(а,4(а,р»г) л) 
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(6. 6.12) 是 系统 的 特殊 积分 , 也 满足 广义 Poisson 条 件 式 
(6.6.5) ,因此 ,有 


La кдн) + (ap (2) =o 


(В = 1,2, :-:,т;ѕ = 1,272": n) (6. 6. 13) 


这 样 ,由 式 (6. 6. 11) FISK (6. 6. 13) 便 有 可 能 找到 系统 的 Hamilton 
函数 H. 


6.6.3 势力 场 的 构造 


现在 提出 与 广义 Poisson 条 件 相关 的 另 一 个 逆 问 题 : 给 定 非 完 
整 约束 式 (6. 6. 1) ,系统 的 动能 7 以 及 m 个 彼此 相 容 上 且 独立 的 第 一 
积分 式 (6. 6. 10) ,来 求 系统 的 力 函数 Ul) 。 
为 解 这 个 逆 问 题 ,将 Hamilton 函数 表示 为 
H = T(q,p) - U(q) (6. 6. 14) 
式 中 :7 是 已 知 的 ;U 是 待 求 的 。 将 式 (6. 6. 14) 代入 式 (6. 6. 11), 
得 到 
oo = ба, + Cap) (2e) = 0 
(u = 1,2,--,m;B = 1,2,---,g3s = 1,2,-‚,п) 


(6. 6. 15) 
将 式 (6. 6. 14) 代入 式 (6.6.13) ,得 到 
ә We („ту = (b+ (2) =0 
(В = 1,2,--.,2;5 = 1,2,- $n) (6. 6. 16) 


这 样 , 由 式 (6.6.15) #15 (6. 6.16) 便 有 可 能 找到 系统 的 力 函 
数 U(g)。 


6.6.4 Ж} 


Bll 一 质量 为 m 的 质点 在 势力 场 中 运动 , 它 的 运动 受 有 一 
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个 非 完整 约束 
f=% - (4+4) =0 (6.6.17) 
广义 动量 为 
р: = т, р, = MQ, р, = må; (6.6.18) 
已 知 系统 有 两 个 第 一 积分 
о эш? +P, +P,) + тва; = h (6.6.19) 
в, = p,/p, = c 
试 构造 问题 的 Hamilton 函数 Н 
方程 式 (6. 6.11) 给 出 
= Pr oH р: ӘН Ps aH | OH , 
т д4; т 94) т д4; др, 


af- pp +) 


m 


P2 ӘН 1 ӘН a 
рі 4: Pi 94 


пр P: -12 1 
Afp (pi +) Ph -palp + р)" i }=0 
Р, Pi 


(6. 6. 20) 
考虑 到 约束 方程 式 (6. 6. 17) , 则 方程 式 (6. 6.20) 成 为 
РӘН Р: dH рдн, ӘН _ 0 


т д4 т д4 т dq; op; (6.6.21) 
Р» oH -Pı oH =0 
94 ðq 
方程 式 (6. 6. 21) ЖЖ 
H = mgg, жэр + Н\(ру,р,) (6. 6. 22) 
考虑 到 
4, git = oH een å _ Ë <= ӘН _ ЭН, 
т др, др, m др, др, 
(6. 6. 23) 
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于 是 ,有 


Я, = x +р,) (6. 6. 24) 
将 其 代入 式 (6. 6.22) ,得 
Н = 5-00 +p, +р,) + тад (6.6.25) 
对 此 问题 ,方程 式 (6. 6. 13) 给 出 
КА + 02у 8 = + A T+ = ена +24 =0 
(6.6.26) 


将 式 (6. 6.25) FLASK (6. 6. 26) ,得 到 约束 乘 子 
Ans dmg (6.6.27) 


H2 一 质量 为 m 的 质点 在 势力 场 中 运动 , 它 的 运动 受 有 一 
个 非 线性 非 完整 约束 式 (6. 6. 17) 。 已 知 系统 的 动能 为 


T = (pi +P, +) (6. 6. 28) 
并 给 定 一 个 第 一 积分 
© = (рі +P; +) + mgqs =h (6.6.29) 
试 求 系统 所 受 广义 力 的 力 函数 (а) 。 
广义 动量 表示 为 
Pı = т, р, = т, ps = mQ; (6. 6. 30) 


将 式 (6. 6. 17) „эҖ (6. 6. 28) 和 式 (6. 6. 29) FLASK(6. 6. 15) ,并 注 
意 到 式 (6. 6. 30) ,得 到 


P3 P. ðU P ðU Рз ðU Š 
т màq mà, т 043 


т 


0 (6. 6.31) 


可 找到 它 的 一 个 解 
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ðU ðU ðU 
aU дё g дЫ] __ 6.6.32 
24, = әд: < Зач ‹ ; 
于 是 ,有 
: ETA (6.6.33) 


6.7 Bertrand 定理 对 非 完整 系统 的 推广 


在 Whittaker 的 经 典 著 作 中 , 提 到 Bertrand 于 1852 年 得 到 的 一 
DER :已 知 系统 的 一 个 第 一 积分 ,并 可 确定 作用 在 系统 上 的 
力 ,假设 力 仅 依赖 于 坐标 ,而 不 依赖 于 速度 。 这 就 是 2. 4 节 中 命题 
1 给 出 的 结论 。 这 是 有 关 动 力 系统 积分 的 一 个 重要 性 质 ,也 是 一 个 
重要 的 动力 学 逆 问 题 。Whittaker 指出 :“ 但 是 ,这 个 积分 不 能 随意 
选取 ,而 必须 满足 某 些 条 件 ”。 尽 管 如 此 ,这 种 用 极 少 信 息 就 可 用 
来 研究 动力 学 逆 问 题 的 方法 仍 是 一 个 相当 好 的 方法 。Tanwynnws 
在 他 的 著作 中 ,引入 Еругин 函数 ,将 这 一 结果 加 以 推广 ”1] 。 然 
而 ,这 些 研究 还 仅 限于 完整 力学 系统 。 本 节 研 究 Bertrand 定理 对 
非 完整 系统 的 推广 。 


6.7.1 非 完整 系统 运动 方程 的 显 式 
假设 力学 系统 的 位 形 由 个 广义 坐标 g,(s = 1,2,…,n) 来 确 
定 , 它 的 运动 受 有 g 个 双 面 理想 deraes 型 非 完 整 约束 
2369,0.) =0 (В = 1,2,--,g;s = 1,2,++,n) 
(6.7.1) 
系统 的 运动 微分 方程 有 如 下 形式 , 即 


d ər ӘТ 
dt ag, 94, 


д 
=Q. +A G Q 12, тр = 1.2.08) 
9, 


(6.7.2) 


将 其 展开 为 显 式 (6. 3.3) , 即 
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й = f- persli, + (98: - 84), + 


Әй. hare : AL а 
2. и tag, а * Ав } 
(1,k,r,s = 1,2,-++,n;B =1,2,---,8) (6. 7.3) 


将 约束 方程 式 (6.7.1) 对 + 求 导 数 ,得 


of, (Ж 
504 +% -0 12,658 = 1,2... ,п) 
КУ зай (y g 

(6.7.4) 


将 式 (6.7.3) 代入 式 (6.7.4) ,得 到 为 确定 乘 子 Ag 的 代数 方程 
A, af, д, of, of, 
A әд а № vag + a + 
af, Aa =. _ [ ЭВ, _ ЗВ, 
at = [k,r;s]q,q, + = = Pa 
Т, В, А 
o + Se - Se =0 
(у,В = 1,2,°**,a3l,k,r,8 = 152 n) (6б. 75) 
由 此 解 得 乘 子 Me ЗЕЕ 
Ав = ав(4,4,1) 0, + b (q,q,t) 
(В = 1,2,--:,8;: = 1,2,+--,n) (6.7.6) 
再 将 式 (6.7.6) ЛЗ (6.7.3) , 便 消 除了 乘 子 , 得 到 个 二 阶 常 
微分 方程 。 这 个 二 阶 常 微分 方程 称 为 与 非 完整 系统 式 (6.7. 1), 
式 (6.7.2) 相应 的 完整 系统 的 运动 方程 。 当 相应 完整 系统 运动 的 
初始 条 件 满足 非 完 整 约束 方程 式 (6.7.1) BF, 系统 的 解 就 给 出 非 
完整 系统 的 运动 。 
6.7.2 广义 力 的 确定 


假设 已 知 非 完 整 系统 的 一 个 积分 
w(qg,g,t) = C (6.7.7) 
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其 中 心 对 其 所 有 变量 有 连续 的 偏 导数 。 当 C 为 任意 常数 时 , 式 

(6.7.7) 是 系统 的 第 一 积分 ; 当 С 为 固定 常数 时 , 式 (6.7.7) 是 系 

统 的 特殊 积分 。 将 式 (6.7.7) 对 1 求 导数 ,并 引入 Еругин 函数 ,得 
до). до до 


а, илы 4, + = (944,1) (з =1,2,-+,n) 
(6.7.8) 
СМЕ, D = 0; 当 C 为 固定 常数 时 ,6 为 满足 条 件 
ФА е =0 
的 任意 函数 。 
将 式 (6.7.3) 和 式 (6.7.6) 代入 式 (6.7.8) ,得 到 
Au deo дв. до Ay 
À да, ç әд“ a es aq, A 
A To B, AL. 
U Tad (rome <a H = А = Г ra. + 


> n д 
[sa (4,4,)0, + bolg] Ë] = 0 


(В =1,2,--- ,g;l,k,r,s = 1,2,---,п) 
(6.7.9) 
将 式 (6.7.9) 简写 成 
а,(4,4,1)0, + (q,q,t) - Ф =0 (5 =1,2,---,п) 


(6.7. 10) 
其 中 
= Au do | до Au, fs 
A aq, 60 A * әй, 
до. до aw Ay ðB, ӘВ,\. 
= 0 в 40 – [k,r; + (== - а + 
дд,“ at an zi [ 7351444, да, oa) 
ат, ав, ад, a 
og a ЫЫ уе = 
(6.7.11) 
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关系 式 (6.7. 10) 对 出 现 于 其 中 任意 独立 的 量 ,应 是 一 个 恒等式 。 
因此 , 它 对 任意 一 个 q, 的 偏 导 数 应 等 于 零 , 这 里 假设 Q, 不 依赖 于 
4, 于 是 得 到 
s , 2 Ë SU (s оа) (6.7. 12) 
方程 式 (6.7. 12) 就 是 为 确定 广义 力 Q, 的 个 代数 方程 。 解 此 代 
数 方 程 , 便 有 可 能 确定 广义 力 0,。 如 果 给 定 的 积分 式 (6.7.7) 是 
系统 的 第 一 积分 , 即 C 为 任意 常数 ,那么 方程 式 (6.7. 12) 成 为 
Эа ДӨЙ р SY 6.7.13) 
94, 94, 
上 述 结果 可 归纳 为 如 下 命题 2 。 
命题 ” 若 已 知 非 完 整 系统 式 (6.7.1) \ 式 (6.7.2) 的 结构 ,但 
不 知道 广义 力 0,„ 假设 广义 力 不 依 赖 于 速度 。 当 已 知 积分 式 
(6.7.7) 为 第 一 积分 时 , 系统 的 广义 力 0, 由 方程 式 (6.7.13) 确 
定 ; 当 已 知 积分 式 (6.7.7) 为 特殊 积分 时 , 广义 力 Q, 由 方程 式 
(6.7.12) 确定 。 
根据 上 述 命 题 ,就 有 可 能 在 仅仅 知道 一 个 积分 (第 一 积分 或 
特殊 积分 ) 的 情况 下 ,来 确定 广义 力 。 上 述 命题 是 Bertrand 定理 和 
参考 文献 [23 ] 中 一 个 结果 的 推广 。 
值得 注意 的 是 , 由 式 (6.7.12) 或 式 (6.7.13) 不 一 定 能 够 
唯一 确定 所 有 的 Q,。 这 是 因为 ,第 一 , 方程 式 (6.7.12) 中 
出 现 Еругин 函数 Ф 对 4, 的 偏 导 数 , 而 Ф 除了 满足 条 件 
Ф!,-с = 0 外 , 仍 是 任意 的 ;第 二 , 如果 да,/ 04, 有 一 些 为 零 , 如 
9a1/94 = 0, 则 式 (6.7. 12) 或 式 (6.7.13) 中 将 不 出 现 Q ;第 三 ， 
如 果 det( да,/а4,) = 0。 


6.7.3 HB 


例 1 设 非 完 整 系统 的 位 形 由 三 个 广义 坐标 q. q. ,9; 来 确 
定 ,系统 的 动能 为 
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= тт +q +) 
所 受 非 完整 约束 为 

1=4 +4: -@ = 0 
已 知 系统 的 一 个 第 一 积分 


үл зо he 
о =mi +4, +4) + тва, =h 


(6. 7. 14) 


(6. 7. 15) 


(6.7. 16) 


假设 广义 力 仅 依赖 于 坐标 , 试 求 所 受 广义 力 Q, .Q, 和 Qs. 
首先 ,利用 方程 式 (6.7.5) 求 出 约束 乘 子 和 A。 由 动能 表达 式 


(6.7.14) 可 知 


0 5:1 
以 及 
[k,r;s] = 0 
=. 
B „ЛЕ =0 


由 约束 方程 式 (6.7. 15) ,得 


of "А sr A > 
— = 24:, = 2q,,— =-24, 

д4, 9q; 093 
тотал, 
94, дг 


将 式 (6.7.17) ~ 式 (6.7.20) 代入 式 (6.7.5) ,得 到 
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(6.7.17) 


(6. 7. 18) 


(6. 7. 19) 


(6.7.20) 


A (241)? + (24)? + (-24,)°} + 
1240, +240, -24,0,} = 0 


由 此 解 得 
ау 40-420, + 40, (6.7.21) 
2(4 +9 + 45) 
其 次 , 导出 形 如 式 (6.7.10) 的 代数 方程 。 方 程式 (6.7.2) 
给 出 
mq, = Q, +2А4, 
mq, = Q, +2Aq, (6. 7. 22) 
mq; = 0, 一 2A03 
将 式 (6.7.21) А (6. 7.22) ,得 
4: (- 410, - HQ. + 4,0,) 
4 +4 +4 
4%(- 410, - 40, + 0) 
4 +4; +4; 
б, 40-40, - 40, + 4,0,) 
4 +4, +4 
将 第 一 积分 式 (6.7. 16) 对 t 求 导数 , 因 h 是 任意 常数 , 故 Epyrun РА 
数 为 零 , 有 


mq, = Q. + 


mq, = Q; + 


таз = Q, (6.7.23) 


m(q,Q) + 44: + 9393) + тед, = 0 (6.7.24) 
将 式 (6.7.23) 代入 式 (6.7.24) ,并 利用 约束 式 (6.7. 15) ,得 到 
40, +40, +@,0, + mgq, = 0 (6.7. 25)' 
这 就 是 形 如 式 (6. 7.10) 的 代数 方程 。 
最 后 ,方程 式 (6.7. 13) 给 出 
Q, =0,0, =0,0 = – mg (6.7.26) 
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如 果 给 出 问题 的 一 个 特殊 积分 为 


в =4/h = 1 (6.7.27) 
212006. 7. 10) 给 出 
В фо (6.7.28) 
mq, 
或 者 写成 
014 - 0,4, - Ф, = 0 (6.7.29) 
其 中 
Ф, = mB (6. 7.30) 
而 方程 式 (6. 7. 12) 成 为 
-Q = = 0,0, = 0, - = = 0 (6.7.31) 
将 式 (6.7.31) 前 两 式 代入 式 (6.7. 29) ,得 到 
7 aa -@, = 0 (6.7.32) 
CA 
Ф, = 4:4(4,/4 „91 92593 5t) (6.7. 33) 
其 中 ф 为 任意 函数 。 但 按 Еругин 函数 的 要 求 ,有 
® | amet, = 0 
即 
Ф(1,4,4,43,1) =0 (6.7.34) 
例如 ,可 取 
Ф, = (4. - 41) (41 592595 ,1) (6.7.35) 
Җир цу HERRA, FERNER. 7.31) 得 
0, = Q; = 4 (91,942 ,4: st) (6.7. 36) 


#2 ”一 雪 权 在 水 平面 上 滑动 。 雪 榴 质 心 С 在 平面 上 的 投影 
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和 雪 构 与 平面 的 接触 点 相 重 合 。 令 т 和 J 分 别 表示 雪 榴 质量 和 它 
对 质心 轴 的 转动 惯量 。 系 统 的 位 置 由 三 个 参数 确定 :质心 在 平面 
上 投影 的 坐标 (9 ,q,) 以 及 雪 要 对 称 轴 与 固定 轴 夹 角 go 250 
献 [9] 称 这 个 模型 为 花样 滑冰 运动 。 已 知 系统 有 一 个 第 一 积分 


ТА 
o = отб +4) +14, + Уба 9) = h 


(6. 7. 37) 


BBL) 0, Qs Ж 0, 仅 依赖 于 坐标 , 试 确定 这 些 广义 力 。 
问题 的 非 完 整 约束 表示 雪 权 不 允许 横 滑 ,有 
f = q; – ġ tang, = 0 (6.7.38) 
通过 计算 ,容易 得 到 式 (6.7. 10) 的 表达 式 为 
40, + 420, + 4:0; + PAL ы ards + Ha =0 
(6.7.39) 


这 是 因为 /为 任意 常数 , = 0。 方程 式 (6.7. 13) 给 出 为 
av 
a "ад, 

由 此 求 得 广义 力 


a=- Ф =- 85, Ф, =-25 (67.41) 


av av 
=0,0,+2 =0,0, +% =0 (6.7.40 
` дф ` 093 ( ) 


6.8 非 完 整 系统 的 对 称 性 与 动力 学 逆 问 题 


本 节 研 究 非 完 整 系统 的 Noether 对 称 性 以 及 与 其 相关 的 动力 
学 道 问题 ,包括 广义 Noether 定理 与 非 完 整 动力 学 正 问 题 、 广 义 
Noether 定理 与 非 完 整 动力 学 逆 问题 等 。 


6.8.1 广义 Noether 定理 与 非 完整 动力 学 正 问题 


取 时 间 和 坐标 的 无 限 小 变换 
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t =t +в&(1,4,4),ч, (t°) = q(t) + єё,(1,4,4) 
(з = 1,2,--,n) (6.8.1) 
对 非 完整 系统 式 (6.1.3)、 式 (6.1.7) ,广义 Noether 定理 有 如 下 
结果 。 
命题 1 ”如果 无 限 小 生成 元 &, éo 和 规范 函数 Cv = Cy(t,9,9) 
满足 广义 Noether 等 式 


Uh + ив + 508. + ВА, ~ 4) + OE, ~ do) +6, =0 
( = 1,2,-,n) (6.8.2) 
FJ ёё, 满足 限制 条 件 
fh 


ag © -4,ф) =0 (В =1,2,++,g3s = 1,2,--:,п) 


(6. 8.3) 
则 非 完整 系统 存在 Noether 守恒 量 
Iy = L rE to) + Gy 5Җ (6.8.4) 
与 广义 Noether 等 式 相应 的 广义 Killing 方程 有 如 下 形式 , 即 
aba, аг aL. \(д& | ao. 
ante * aq © * [E 920) (29 ++ 


r Д + в 
94, ðt Әд, 
ЭГ (д, д. ору = En _ 3Cr. 
aad gat peste) * 6. - 46) = - Si 
(6.8.5) 


(2 = akg) ee gral Ea 2Cr 
94, 789, 94, д9, 99, 
(k,s = 1,2, ---,п) (6.8.6) 
命题 2 ”如 果 无 限 小 生成 元 &,.é&。 PULA Cy = С,(1,4,4) 
满足 广义 Killing 方程 式 (6.8.5)、 式 (6. 8.6), 以 及 限制 条 件 式 
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(6. 8. 3) , 则 非 完整 系统 存在 Noether 守恒 量 式 (6. 8.4), 

与 广义 Noether 对 称 性 相关 的 动力 学 正 问题 是 指 ,对 已 知 的 动 
力学 函数 L、Q,、 刀 ;由 广义 Noether 式 (6. 8.2) 或 广义 Killing 方 程 
式 (6. 8. 5) \ 式 (6. 8. 6) ,以 及 限制 条 件 式 (6. 8. 3) ,来 求 无 限 小 变 
换 的 生成 元 &,\é。 和 规范 函数 G, ,进而 求 得 Noether FEES 


6.8.2 广义 Noether 定理 与 非 完 整 动力 学 逆 问 题 


广义 Noether 定理 可 用 于 研究 非 完整 动力 学 逆 问 题 。 与 此 相 
关 , 动 力学 逆 问 题 的 一 般 提 法 如 下 :假设 已 知 非 完 整 系统 的 第 一 
积分 

о0(4,4,1) = С (6.8.7) 

利用 广义 Killing 方程 式 (6. 8.5) (6. 8. 6) 来 求 无 限 小 变换 的 
ERICE, éo 和 规范 函数 ,并 求 出 系统 的 Lagrange 函数 工 , 非 势 广 义 
Л Q, 以 及 非 完整 约 束 方程 的 形式 fs。 

为 解 上 述 逆 问题 ,首先 令 积分 式 (6. 8.7) 为 Noether 守恒 量 式 
(6.8.4) , 即 


ць + (Eb) +G, =o (6.8.8) 
将 式 (6. 8.8) 对 q, 求 偏 导 数 ,得 
+ 2 -4&) + 
дд, 
ðL ( дё, pA дб, _ aw 
aq, mie ёа, = 4, salt 94: Әй, 5545) 
将 式 (6. 8.9) 与 式 (6. 8. М, 相 减 ,得 
до 
— (g, - 4,8) = 20 6.8.10 
е aa, І (ё, 4&) аа, ( ) 
5 
L 
=e 6.8.11 
* 84.84 $ } 
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由 式 (6. 8. 10) 求 得 

ESE ibo = 90 тел) (6.8.12) 
其 中 

WW, = 5, (6.8. 13) 

5Җ (6. 8. 12) 给 出 Lagrange РИ L, ERTE, éo 和 给 定 积 分 之 间 


的 关系 。 
其 次 ， эе 8.8) 对 上 求 偏 导数 ,得 


ðL 19% 4 Lh oL дё, 0&5 Gy _ до 
aLe + АҒ а. Е, - 4,5) i a -4, =)+ £ Т 
(6.8.14) 
再 将 式 (6. 8.8) 对 q, 求 偏 导 数 再 乘 以 % 并 对 大 求 和 ,得 
Fa tubo + км, + орн 4.55) + 
(6. 8. 15) 
OL | дё, . ‚ дё, _ до. 
АРАЛ Ih Жы) у 94, vd Е аа," 
将 式 (6. 8. 14) са 8. 15) 相 加 ,并 与 式 (6. 8. 5) 相 减 ,得 
= 96 ү dw, 
(-2 ОФ ие. - 46) = — + aq 
(6.8.16) 
再 将 式 (6. 8. a КА (6. 8.16) ,得 
eh. dw _ dw дә 20h ae 
(at ы в С 
(6. 8.17) 


Ft ITF LO, 与 给 定 积分 之 间 的 关系 。 
这 样 , 式 (6. 8.12) 和 式 (6. 8. 17) 便 是 求解 动力 学 逆 问 题 的 
基本 关系 式 。 由 这 (n+1) 个 关系 式 , 便 有 可 能 求 得 生成 元 é&,\& 以 
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BRAT F BH LQ. ЖЕ, HAC. 8.8) 求 得 规范 函数 Cv, HR 
(6.8.3) 求 得 约束 形式 如 。 显然 ,这 类 逆 问 题 没有 唯一 解 。 


6.8.3 #Я 
例 1 一 单位 质量 质点 在 一 平面 上 运动 ,其 位 形 由 广义 坐标 
4: qo 确定 ,并 且 非 势 广义 力 为 零 。 已 知 系统 有 一 个 第 一 积分 
w =-big +4 + bq, = С (6. 8. 18) 
试 求 系统 的 Lagrange 函数 工 , 非 完整 约束 的 形式 /以 及 无 限 小 变换 
的 生成 元 所 „Ё, „Ё, 和 规范 函数 Gn。 


式 (6. 8.12) 给 出 
所 一 gto = Ww" (= bt) + W”? 
£ – 6 = W'(- bt) + W” (6.8.19) 
(6.8.17) 给 出 
FL. 2 _ ob _ п, _ 12 
(кек ары" ж СӘ + F=lq 
co ae ск ae all) ЖЫШ оз, _ 22] _ 
84,94," р 82589222 ðq о) Саф, thy 
(6. 8. 20) 
因 假 设 非 势 广义 力 为 零 , 故 有 0, = 0, = 0. SR 
W =W =1 = =0 (6.8.21) 
以 及 
= 300 +4) +04) (6.8.22) 
则 式 (6. 8.20) 成 为 
au au _ 
“Eo a = (6. 8. 23) 
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U=0 (6.8. 24) 
式 (6. 8. 19) 给 出 
&-4&=-М &-4& =1 (6. 8. 25) 
它 有 解 
& =0,€, =-bt,é, =1 (6. 8. 26) 
再 将 式 (6. 8. 18) 、 式 (6. 8. 22) 5(6.8.24) 、 式 (6. 8. 26) 代入 式 
(6.8.8) ,得 
qi(—bt) +4, + Gy =- Ыф, + q; + bq, 


由 此 求 得 规范 函数 
Gy = bq, (6. 8. 27) 
最 后 ,将 式 (6. 8. 26) 代入 限制 条 件 式 (6. 8.3) ,得 
e + ыб (6. 8. 28) 
9q, 9q; 
CAR 
f = + Ый, + g(t,qƏ 5%) (6. 8. 29) 
式 中 :8 为 任意 函数 。 


例 2 EA Чаплыгин 雪 权 问题 有 一 个 第 一 积分 
w = ym +) + FIG + 044.6) = h 
(6.8.30) 
而 非 完整 约束 有 如 下 形式 , 即 
f = $ -qtang = 0 (6.8.31) 
试 求 系统 的 Lagrange ВХ L,” LH Q, .Q, .Q, 以 及 无 限 小 生成 元 
所 名 后 和 规范 函数 Gyo 
式 (6. 8.3) 给 出 
- &itanq, + £, = 0 (6.8.32) 
式 (6. 8.12) 给 出 
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& = (тй) + W° (mq) + W? (Jas) 
£, = W! (mài) + W (mg) + W (Sis) 


E = W!(mà,) + W° (mdz) + W? (Jas) 


取 
Wawa twist =0 (sk) 
则 有 А ~ S 
ё =4, &=h Š = ф 
可 取 


1 Ж 
= zr +4) + 224 


因此 , 式 (6. 8.17) 给 出 
Le av. 


Š М " ð ov. 
一 2 РЕА АРА = 
014, - Qiz - 0:4: a п дд? Әд» 


4 
它 有 解 
enor OF LA 
0. =- а. Ce к Омет. 
取 
&@& ==1 
则 有 
ë =& =& = 0 


(6. 8. 33) 


(6. 8. 34) 


(6. 8. 35) 


(6. 8. 36) 


(6. 8. 37) 


(6. 8. 38) 


(6. 8. 39) 


(6. 8.40) 


将 式 (6. 8. 36) 5(6. 8. 39) (6. 8. 40) 代入 式 (6. 8. 8) ,得 


Gy = "(91 442593) 


(6.8.41) 


6.9 Szebehely 问题 对 非 完 整 系统 的 推广 


1977 年 Szebehely 研究 了 由 给 定 平面 上 一 质点 运动 的 轨 线 簇 
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来 确定 质点 力 函 数 的 动力 学 逆 问 题 ,得 到 了 关于 力 函 数 的 一 个 一 
阶 线性 偏 微分 方程 。 后 来 一 些 学 者 将 这 一 结果 推广 到 了 3 维和 n 
维 空间 。 本 节 研 究 Szebehely 问题 对 非 完整 系统 的 推广 ,提出 
并 解决 一 个 非 完 整 动力 学 逆 问 题 。 首先 ,将 非 完整 系统 带 乘 子 的 
方程 表示 为 显 式 ,并 将 其 当 作 有 条 件 的 完整 力学 问题 来 研究 ,得 到 
一 个 二 阶 常 微分 方程 组 ;其 次 ,讨论 二 类 非 完整 系统 的 Szebehely 
逆 问 题 ,给 定 系统 的 一 类 带 (” - 1) 个 参数 的 轨 线 能 及 系统 的 约束 
方程 ,得 到 为 确定 力 函数 U 的 (n - 1) 个 关于 忌 的 一 阶 线性 偏 微分 
方程 ;最 后 ,举例 说 明 结 果 的 应 用 。 


6.9.1 非 完 整 系统 运动 方程 的 显 式 


假设 力学 系统 所 受 完整 约束 是 定常 的 ,其 位 形 由 个 广义 坐 
Ra (s = 1,2,…,n) 来 确定 , 它 的 运动 受 有 & 个 双 面 理想 Четаев 
型 非 完整 约束 

(4,4) =0 (В=1,2,---,в) (6.9.1) 
系统 的 运动 微分 方程 表示 为 带 乘 子 的 形式 , 即 
а ӘТ эт = 90 А ЕЛ 


(з = 1,2,+з,п;8 = 1,2,++,g) (6.9.2) 
其 中 


1 
T =-у44(4)4,4 (s,k = 1,2,-+,n) 


为 系统 的 动能 ,U = U(q) 为 系统 所 受 力 的 力 函 数 ,As 为 约束 乘 
子 。 方 程式 (6. 9.2) 可 表示 为 显 式 ,有 


са + [kmis Jada = 20 + e 
(s,k,m = 1,2,---,n;8B = 1,2,---,g) (6.9.3) 
由 此 解 得 广义 加 速度 
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ü =el- тай, + 50 +A as 2e} (6.9.4) 


其 中 

А = det(A,),., #0 
МД, HATZ (5,1) 的 代数 余子 式 。 将 约束 方程 式 (6.9.1) 对 1 求 
导数 ,得 到 


M+ 4, = (VE N12) 
qi 


94; 
(6.9.5) 
将 式 (6.9.4) Kasa 9.5) ,得 到 为 确定 乘 子 As 的 代数 方程 
Ay af, af, Q sis А әшү_ 
А дф ajae * в ат, Е ны [k,m;s]q,q,, + real baie 


(yB = 1,2, оак =1,2,=,n) (6.9.6) 
解 方程 式 (6. 9. 6) ,得 到 


A of, Ay % Aa au 
Е Ze -Er pad 
Ap = i а д ёй A [k,mss}qidm + zi 


(у,В = 1,2, ,g;l,s,k,m =1,2,=,n) (6.9.7) 


A = det Au fy Ae #0 
A aq, ә, exe 


而 Ay, H A 中 元 素 (7,B) 的 代数 余子 式 。 
将 式 (6.9.7) 代入 式 (6.9.4) ,得 到 


й. = Н,(4,4) + 6,(а,4) = (Ls = 1,2,+--,n) 


(6.9.8) 


其 中 
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på EE EE 
н,(9,4) = at [&,т;з] 4,4» _ Ye A Wy + 


әй, д 94° 
Ye Ave Ve Atk и. } 
д4 А aq; А 
a, A, af, A 
{| — a > ¿ 2— i 
G,(9,4) = A aq; 2 aq; A a) 


(У.В = 1,2, ,g;l,s,k,m,i, j = 1,2,--+,n) 
方程 式 (6. 9.8) 可 以 看 成 是 某 一 个 完整 系统 的 运动 方程 , 称 这 个 
完整 系统 为 与 非 完整 系统 式 (6.9. 1)、 式 (6.9.2) 相应 的 完整 系 
统 。 如 果 运 动 的 初始 条 件 满足 约束 方程 , 即 

709,4) = 0 (6.9.9) 
ЖЕН (6.9.9) #12 (6.9.8) 可 确定 非 完 整 系统 式 (6.9.1)、 式 
(6.9.2) 的 运动 。 


6.9.2 非 完 整 系统 的 Szebehely 问题 


假设 约束 方程 式 (6. 9. 1) 对 速度 是 齐 次 的 , 即 满足 条 件 
9». 
94, 
式 中 :j 为 齐 次 性 阶 , 右 端 对 B 不 求 和 。 
考虑 如 下 动力 学 逆 问 题 ”! ; ВЕНЕ 
Ф„(4) =C, (g = 1,2,--,n - 1) (6.9.11) 
和 满足 条 件 式 (6. 9. 10) 的 约束 方程 式 (6.9. 1) ,来 确定 系统 的 力 
РИ = U(q). 
为 解 上 述 逆 问 题 ,将 式 (6.9. 11) 对 1 求 导数 ,得 
дф, . 
94, 


24. = k fs (В = 1,2, ,g33 = 1,2,-,п) (6.9.10) 


—"q,=0 (g =1,2,--n- 1;s = 1,2,:--,n) 


(6.9.12) 
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由 这 (n - 1) 个 方程 解 出 (n -1) 4, (a = 1,2,… 和 一 1), 有 
4, = М,(9)4, (ш = 1,2,---,п-1) (6.9.13) 


其 中 
дф, 
М, (4) Se е 
A' = det( 26) 
dau! (n-1) x(n-1) 
而 A' 7 4' TOR (wm) 的 代数 余子 式 。 令 
M,(q) =1 


再 结合 式 (6. 9. 13) ,有 
4, = М,(4)4„ (s = 1,2,---,n) (6.9.14) 


将 式 (6.9. 12) 对 :+ 求 导数 ,得 


де. Ә?ф, 
一 上 Ti + =0 (l,k,s = 1,2,++,n) (6.9. 15) 
aq, 2! э, qaq t 


将 式 (6.9. 13) 代入 式 (6.9. 8) ,得 到 б 
ë = Cada, + G9) ÈE (Ls = 12,040) 
(6.9. 16) 
其 中 
H,(q) = H,(q,M(q)) 
б„(4) = 6,(9.М(4)) 
将 式 (6.9. 13) 和 式 (6.9. 16) 代入 式 (6.9.15) ,得 
2, + (жн, + 26мм, а =o 
(ш = 1,2,--,n -1;l,s = 1.2," n) (6.9.17) 


由 约束 方程 式 (6. 9. 1) \ 式 (6. 9-10) 及 方程 式 (6.9.2) ,可 得 
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4 
G(T -U) = м = 0 (6.9. 18) 


因此 ,系统 有 能 量 积分 


T-U=h (6.9. 19) 
由 此 推 得 
` .2 _ 2(U +h) = ae 
q, = ‘AMM, (1,5 = 1,2,---,п) (6. 9. 20) 
最 后 ,将 式 (6.9. 20) 代入 式 (6.9. 17)， y 2 4831 
де, + 2(U +h) / ap, y 
ар з x А„М,М, (БЕН) + >; 39104, MM,) = 0 


(u = 1,2,++,n -1;1,5 = 1.25: n) (6.9.21) 

方程 式 (6. 9. 21) 是 关于 力 函 数 U 的 (n - 1) 个 一 阶 偏 微分 方 

程 ,这 就 是 Szebehely 方程 对 非 完整 系统 的 一 个 推广 r”]。 由 方程 式 
(6.9.21) 找到 力 函 数 U, 就 解决 了 逆 问 题 。 


6.9.3 Ж {| 


一 单位 质量 的 质点 在 势力 场 中 运动 , 它 的 运动 受 有 一 个 非 完 
整 约束 


4 = ф +0 (6.9.22) 
系统 的 动能 为 
т= 100 +8 +4) 
SE — 
Л (Ч 92593) = С, 
№(4:,94»,4:) = С, (6.9.23) 
试 求 系统 的 力 函 数 U(gq)。 


对 此 系统 ,方程 式 (6. 9. 21) 给 出 
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(а +мї aay 28 | A aU ‚ aU), 
94, 94, 9 94» ддз Əqs 


(m, Hom, a ии 80), 


' ә, ? дд, ae. ЕТИ Е 94; та 94 


ал af, 
M,M, +2 М 
acu +832 09,992 me 94,94: ' i 


2 2 2 
2 ал М, 5 “Л ZA) 


= 0 
992993 1 aq, 2 Е 


(+m +) (4 әш, аһ aU Әһ wy), 
94: 94, 94 4 ддз ðq3 


ША а _ а, au aU 
м, 22 +M - м, 
| ‘og ° ðq ы 2. | aq, в 
Pfa 
er 99,0 тре 


2 oh M, s £ Say? +2) =0 (6.9.24) 
092993 9q, 99, 94, 


其 中 
HA, He th Hi te , th А 
M. = 94: 94» 943 992 М, = 94: 943 99 993 
сала thf? аә Әәл 
94, 8 41 992 дд, 98 91 ðq 


方程 式 (6. 9. 24) 就 是 关于 力 函 数 U 的 偏 微分 方程 。 解 此 方程 ,就 
有 可 能 找到 系统 的 力 函 数 。 
若 取 轨 线 簇 式 (6.9. 23) 为 


qı = №19; = С, — Һз = С, (6.9.25) 
式 中 :h h, 为 常数 , 则 方程 式 (6. 9. 24) 成 为 


s 2 90 _ ðU 2р2 2 ðU _ 
(1 hy +) а М. hy №) a 7° 
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-2hh (1 к-к) hi жкм 20 


如 果 
2 2 
h +h, #1 
则 方程 式 (6. 9. 26) 给 出 
90 ðU ðU әш 
h 9q, ы 94, — Vrm 9 д4. 


方程 式 (6. 9. 27) 的 一 般 解 为 
U = (hig, + hog, — 43) 
式 中 :gi 为 hgqi + hq, — 9; 的 任意 函数 。 
如 果 
hi +h =1 

则 由 方程 式 (6. 9.26) 导出 

y Е = 8 = = 
方程 式 (6. 9. 29) 的 一 般 解 为 


U = e@,(hiq, + №4 ,43) 


6.10 变质 量 非 完整 系统 的 
广义 Мещерский 问题 


=.0 


(6. 9. 26) 


(6. 9. 27) 


(6. 9. 28) 


(6. 9. 29) 


(6. 9. 30) 


本 节 研 究 变质 量 非 完整 系统 的 广义 Мещерский 问题 ,包括 
变质 量 非 完 整 动力 学 正 问 题 ,以 及 广义 Мещерский 问题 的 提 法 


与 解法 。 
6.10.1 变质 量 非 完整 动力 学 正 问 题 


由 于 空间 技术 以 及 其 他 工业 技术 的 发 展 ,变质 量 系 统 动力 学 
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的 研究 越 来 越 显 得 重要 。 喷气 飞机 、 火 箭 、 卫 星 、 航 天 器 等 ,一 般 都 
是 变质 量 系 统 。 运动 中 的 车 辆 ,由 于 燃料 消耗 或 喷射 气体 、 液 体 等 
使 质量 不 断 减少 ,就 是 一 类 变质 量 非 完整 系统 。 变 质量 非 完 整 动 
力学 的 研究 已 取得 重要 进展 ,如 参考 文献 [4,28] 。 

研究 由 NN 个 质点 所 组 成 的 力学 系统 。 在 瞬时 ,第 i 个 质点 的 
质量 为 m;(i = 1,2,---,М) ;在 瞬时 t+ di, 由 质点 分 离 ( 或 并 和 人) 的 
微粒 的 质量 为 dm, ç 第 i 个 质点 的 运动 微分 方程 写成 Мещерский 
形式 

= +R, =0 (i =1,2,+,N) (6140. 1) 

式 中 :~ 为 点 的 矢 径 ;Fr; 为 点 的 加 速度 ;F, 为 作用 在 质点 上 所 有 力 
的 合力 ;R; 为 反 推力 , 即 


Riis oy. (6. 10.2) 


而 wi 为 微粒 相对 质点 的 速度 。 变 质量 力学 系统 的 d° Alembert- 
Lagrange 原理 为 


|- mF, +Е,+Ё,| + dr, = 0 (6. 10. 3) 
在 广义 坐标 下 表示 为 
(- 0790 +P,)éq,=0 (610.4) 
其 中 
= Py 1. длы „фо! . am, 
P, = (R, + ті) 94, 2": r, аа, arn РЕЯ 
(6. 10.5) 
如 果 系统 的 运动 受 有 g 个 双 面 理想 Четаев 型 非 完整 约束 
(9,41) =0 (В =1,2,---,8) (6. 10.6) 
则 系统 的 运动 方程 有 如 下 形式 , 即 
азт ат A 
аа. 7 aq, = 0, + P, +A, в әй, 
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(в =1,2,--,п;8 = 1;2,---›@) (6. 10.7) 
除 上 述 方程 外 ,还 有 其 他 各 种 形式 ”1 。 
变质 量 非 完整 系统 动力 学 问题 ,可 分 为 正 问题 和 逆 问 题 。 正 
问题 是 指 , 给 定 系统 的 动力 学 函数 7、0, fs 以 及 质量 的 变化 规律 ， 
来 求 系统 的 运动 性 质 和 问题 的 最 终 解 。 例 如 ,研究 系统 的 对 称 性 
与 守恒 量 、 稳 定性 等 。 


6.10.2 广义 Мещерский 问题 的 提 法 


Memepcku 研究 的 变质 量 质点 动力 学 逆 问 题 可 以 推广 到 非 
完整 系统 中 去 。 
假设 所 受 非 完 整 约束 为 
Q. = Pells stot) 
(B =1,2,--,g;0 =1,2 ,в;в =n —g;s = 1,2,‚п) 


(6. 10. 8) 
设 质点 的 质量 仅 依赖 于 时 间 , 即 设 
m, = m,(t) (6. 10.9) 
系统 的 运动 方程 可 表示 为 Maggi 形式 , 即 
а 7 aT 
ta м. @- fa + 
ао BE oa i late = 
С дй 94. в Оз Pasg aq, 0 


(с =1,2,-+,e;8 = 1,2,.…,g;e = п-в) (6.10.10) 
其 中 
P, = m,(u; + F;) = (з =1,2,+++,n;i = 1,2,--- N) 
(6. 10. 11) 


现在 提出 非 完 整 动力 学 的 一 个 逆 问 题 : 已 知 约束 方程 式 
(6. 10.8) 系统 的 动能 形式 广义 力 以 及 运动 性 质 ,来 求 质量 变化 
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规律 m, = m, (t) 以 及 微粒 的 相对 速度 u; o 
上 述 问题 可 称 为 广义 Мещерский 问题 。 


6. 10.3 广义 Мещерский 问题 的 解法 


为 解 上 述 动力 学 逆 问 题 ,可 将 方程 式 (6. 10.10) 展开 为 显 式 ， 
其 中 出 现 т,,т,,и, 等 量 , 而 这 些 量 就 是 待 求 量 。 如 果 方 程式 
(6. 10. 10) 的 数目 与 这 些 待 求 量 的 数目 相等 , 则 问题 可 能 唯一 确 
定 ;否则 ,需要 施加 另外 一 些 补充 条 件 。 

下 面 举例 说 明 解法 的 应 用 "9 。 

在 Чаплыгин 雪 权 对 称 轴 PC 上 的 В 点 有 一 变质 量 质点 т = 
m(t)。 设 雪 权 质量 为 M, 相 对 质心 轴 的 转动 惯量 为 人。 系统 的 位 
置 由 接触 点 P 的 坐标 (*,y) 以 及 PC 与 O0x 轴 的 夹 角 6 来 确定 ,并 令 
PC = а,РВ = b, 设 微粒 分 离 的 相对 速度 zx 与 PC Mao fi. HEA 
运动 规律 x = ф,(1) ,0 = p(t) , 试 求 质量 变化 规律 m = m(t) 以 
及 分 离 相对 速度 wu 的 大 小 。 

系统 的 动能 为 


T= тм = absing)? + (+ + асов@)* ] + 


LJ + L(t) [ - basing)? + (9 + сов)? ] 


(6. 10. 12) 

非 完整 约束 方程 为 
了 -itang = 0 (6. 10. 13) 

广义 力 为 

Q. =Q, = 0, =0 (6. 10. 14) 
广义 反 推 力 为 

P, = m(u + b) - 9 
A 
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и = – ucos( 0 + a)i — usin( 0 + a)j 
r = (x + bcos0)i + (y + bsin0)j 
故 有 
P, = т[& - b0sin0 — ucos( 0 + a) ] 
P, = т[у + b0cos0 — изїп(Ө + а)] (6. 10. 15) 
P, = т(5?9 - busina) 
#2 (6. 10.12) ~ (6. 10. 15) Ж ЛЗ (6. 10. 10) ,得 


ыр М + m(t) ](% + z@tan0) - ыма +m(t)b] = 


cosa 
cosé 


[J. + Ма? + m(t)b?]6 + Hima +m(t)b] = = mubsina 
(6. 10. 16) 
将 x* = @,(t),0 = p(t) 代入 方程 式 (6. 10. 16) ,并 将 两 个 方 
程 相 除 ,消去 4, 得 到 
m(t) = 
Mag, 
cosp, 


Фф y N ҖЕ 
[0 + Ма? )@ + сово | жик t + p192tang, ) 


„2 


| ЕРТ bp 214 со: 
2 (@ + GiPztang,) — s: ка (в, + 2182 |e 
cos p, cos pz cose, /cosp, sina 


(6. 10. 17) 
由 方程 式 (6. 10. 16) 的 第 二 个 得 到 


акс 1 fu. + Ма? + т(1) 2], + хаа. [Ма +т(051} 


mbsina 


(6. 10. 18) 
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其 中 тт 由 式 (6.10.17) 给 出 。 这 样 , 式 (6.10.17) AR 
(6. 10. 18) 就 是 问题 的 解 。 


6.11 三 阶 线性 非 完 整 动 力学 逆 问题 


高 于 一 阶 的 非 完整 约束 称 为 高 阶 非 完整 约束 。 参 考 文献 [2] 
指出 的 刚体 定点 运动 角速度 矢量 的 广义 进 动 条 件 作 为 非 完整 约 
束 , 参 考 文献 [9] 指出 的 飞船 以 加 速度 模 为 常数 的 运动 ,都 是 二 阶 
非 完整 约束 。 前 者 是 线性 的 ,后 者 是 非 线性 的 。 当 然 ,这 些 高 阶 约 
东 的 物理 实现 ,一 般 要 通过 控制 。 本 节 研 究 二 阶 线性 非 完整 动力 
学 逆 问 题 ,包括 系统 的 运动 方程 以 及 两 类 动力 学 逆 问 题 。 


6.11.1 系统 的 运动 微分 方程 


假设 力学 系统 的 位 形 由 个 广义 坐标 g,(s = 1,2,…,n) 来 确 
定 , 它 的 运动 受 有 z 个 双 面 理想 二 阶 线性 非 完整 约束 
wp = а»(9,4,1)4, + (4,0,1) = 0 


(В = 1,2,---,8;55 = 1,2,--‚п) (6. 11.1) 
系统 的 运动 方程 有 如 下 形式 , 即 
d aT ү. 
ага ag, TO t Ме» (s =1,2,›лВ = 1,2,08) 


(6.11.2) 
式 中 :As 为 约束 乘 子 。 
二 阶 非 完整 系统 动力 学 问题 有 两 类 :一 类 是 正 问题 ; 另 一 类 是 
逆 问 题 。 正 问题 是 指 , 由 约束 方程 式 (6.11.1) 和 运动 方程 式 
(6.11.2) ,来 求 问题 的 积分 或 最 终 的 解 。 逆 问题 是 指 ,由 已 知 积分 
来 组 建 或 修改 运动 方程 。 


6.11.2 运动 方程 的 组 建 


已 知 系统 的 约束 方程 为 式 (6. 11.1) ,并 且 已 知 系统 有 (m - 
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g) 个 积分 
4,(4,4,1) = С, (v = g +l,g +2,---,mim <n) 
(6.11.3) 
Ў о, 彼此 相 容 且 独 立 ,对 其 中 变量 有 连续 一 阶 偏 导数 ,并 设 o, 与 
wg 彼此 相 容 且 独 立 。 
现在 提出 二 阶 线性 非 完整 系统 动力 学 的 第 一 类 问题 :根据 约 
束 方程 式 (6. 11. 1) 和 积分 式 (6. 11.3) 来 组 建 系统 的 运动 微分 
Te”, 
为 解 这 类 逆 问 题 ,将 式 (6.11.3) 对 : 求 导数 ,并 引入 Еругин 
函数 ,有 
дв,.. dw, . +80, 
aq, og, 
ee “sm;s =1,2,-:-,n) (6.11.4) 
式 中 ， Ф, 为 Epyr 函数 。 当 C, 关 0 时 , 即 关系 式 (6.11.3) 为 第 一 
积分 时 ,有 Ф, = 0; 当 С, = 0 时 , 即 关系 式 (6. 11.3) 为 特殊 积分 
В, Ф, 为 满足 


= Ф,(в,4,й,1) 


Ф,(0,4,4,1) = 0 (6. 11.5) 
的 任意 函数 。 式 (6. 11.4) 是 力学 系统 按 运动 性 质 式 (6:11.3) 而 
运动 的 必要 条 件 。 
组 建 运动 方程 的 问题 ,通常 归结 为 寻求 系统 的 广义 加 速度 do 
假设 由 式 (6. 11. 1) 和 式 (6. 11.4) 可 解 出 т 个 了, 记 作 


~ до}. до, aye 
б (Ф, 504, - 50) A 4 
(r,l = 1,2,-+,m;k = m+1,m+2,-+,n3s = 1,2,.…,n) 
(6.11.6) 
其 中 
А = qa [| 2) 


г’ mxm 
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ША, 为 A 元 素 (1,r) 的 代数 余子 式 ,A” 为 A 中 第 r 列 用 式 
(6.11.1) \ 式 (6. 11.3) 中 矩阵 的 第 丰 列 替代 所 得 行列 式 , 并 且 有 
记号 


до, да да 
cla «er = айу ые 
a4; a, , $, S атт bs 


(В = 1,2,--,&;г,з = 1,2,--:,п) 

所 组 建 的 运动 方程 式 (6. 11.6) 的 左 端 为 广义 加 速度 , 右 端 则 
代表 广义 力 、 广 义 约束 反 力 ,甚至 还 可 能 包含 另 一 部 分 广义 加 速 
度 。 组 建 运动 方程 的 这 类 逆 问 题 ,一 般 说 没有 唯一 解 。 这 是 因为 ， 
首先 , 当 m < n 时 ,由 式 (6. 11.6) 不 能 求 出 全 部 的 广义 加 速度 ç, 
(s = 1,2,…,n); 其 次 ,如 果 积 分 式 (6. 11.3) 中 有 一 个 或 几 个 特 
殊 积分 时 ,Epyry Ф, 不 全 为 零 。 仅 在 m = п, НР С, #0(v 
=@+1‚,д +2,…,m) 时 , 才 可 能 有 唯一 解 。 这 种 非 唯一 解 允 许 根 
据 具体 问题 的 其 他 要 求 (如 稳定 性 、 优 化 等 ) ,来 施加 一 些 补充 条 
件 而 最 终 组 建 系统 的 运动 方程 。 


6.11.3 ”运动 方程 的 修改 


利用 参考 文献 [4] 的 方法 ,容易 将 方程 式 (6. 11.2) 表示 为 显 


式 , 有 
i = {hr + (284 Ba, - 
А дд, Әд, 
ав, ӘТ, ад,’ 
ot aly aie + Q, + Agaa } 


(В =1,2,-++,g3l,k,r,s =1,2,++,n) (6.11.7) 


其 中 
А = det(A,,) #0 
А, 为 动能 中 广义 速度 二 次 型 系数 ,A, 为 A TER (s,1) 的 代数 余子 
式 ,B, 为 动能 中 广义 加 速度 一 次 型 系数 ,7, 为 动能 中 不 含 广 义 速 
度 的 项 ,而 
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1/аА, ӘА„ aA 
[тз] = = е A (6.11.8) 
ЗЕН Н РЕЗЕ SC ASA FH 290 [B] EBI ; 3а 5] 
方程 的 修改 , 即 已 知 系统 的 动能 表达 式 , 约束 方程 式 (6. 11.1) 以 
及 (m - g) 个 积分 式 (6. 11.3) , 试 确定 广义 力 Q, 及 约束 乘 子 Me。 
实际 上 ,此 问题 乃 是 已 知 运动 方程 的 结构 式 (6. 11.7) ,根据 积分 
式 (6. 11.3) 来 确定 其 中 的 未 知 参 数 Q, 和 Ao 
为 解 这 类 逆 问 题 ,首先 将 式 (6. 11.3) 对 时 间 : 求 导数 ,并 引入 
Еругин 函数 而 得 到 关系 式 (6. 11.4) ;然后 ,将 式 (6. 11.7) RAR 
(6.11.1) 和 式 (6. 11.4) , 便 得 到 为 确定 (n+&) PERQ, MA, HY 
m 个 代数 方程 。 因此 ,一 般 说 这 类 北 问 题 没有 唯一 解 。 


6.11.4 Ж 


例 1 ”一 单位 质量 的 质点 在 空间 中 运动 。 令 9 = x,g = у, 
4; = z, 它 的 运动 受 有 一 个 双 面 理想 二 阶 线性 非 完整 约束 


= 914, - 49 + 4:4: = 0 (6. 11.9) 
已 知 系统 有 两 个 第 一 积分 
@ = 424, t 914; = С, # 0 (6. 11.10) 
w, = 9142 + 4243 = С, #0 (6. 11.11) 
试 组 建 问 题 的 运动 方程 。 
利用 式 (6. 11.6) ,对 此 问题 ,有 
-4 -qi 9 
дд = de 3) = | 0 4 =4 +9 +9 
оа & 
(6. 11.12) 
其 代数 余子 式 为 
An =- dân == % ‚Аз = 4% 
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Ay = q + 4\43,А» = – 9192.42 = ГА 
Аз =- 419,4» = ГА + 9293 ,Аз = q (6.11.13) 
m =n = 3 ,#& 
А* = 0 (6.11.14) 
Х С, + 0,С, 7 0,1% Еругин 函数 取 为 
Ф, = Ф, = 0 (6.11.15) 
将 式 (6.11.12) ~ 式 (6.11.15) 代入 式 (6. 11.6) ,得 到 
4 = [= (4 + 414: 4: (42 +43) + 41924» (9 +4) ] 
(4+9 +99) 
4» = (41920.04 + 4) — (а + 9) (Q, +4) 1 
(q, + q, + 4443) 
q, = [- q (4, +4) - GQ (Q, + 4)1/(ф +9; + 49) 
(6.11.16) 
这 就 是 待 求 的 运动 微分 方程 。 
方程 式 (6. 11.16) 是 系统 动力 学 方程 的 显 形式 ,其 左 端 为 广 
义 加 速度 , 右 端 为 9.4 的 函数 ,但 还 不 能 给 出 广义 力 和 广义 约束 反 
力 的 表达 式 。 
如 果 已 知 系统 的 动能 
T = +ü +4) 
则 可 按 式 (6. 11.9) ~ 式 (6. 11. 11) 对 方程 进行 修改 。 这 个 问题 实 


际 上 是 要 确定 广义 力 QQ 、Q 以 及 约束 乘 子 A. HER 
(6. 11.2) 给 出 为 


4: = Q-Aqza = 0, - А, = 0, + А 
(6. 11.17) 


ЖА (6. 11. 16) 代入 式 (6. 11. 17) ,得 到 
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Q, -Ag = [—(Ф +;)@(ф +45) + 
194 (Q, + 4,)]1/(ч) +9 + 919295) 
Q, – Аф = [4194,04 + 4) — (ч, + 4.4: )4»(4, +4.) ]/ 
(4 +9 + 4424) 
Q, + А = [- 404 +4) - 424, (4, +4,)1/ 
(4 +, + 44%) 
(6. 11. 18) 


方程 式 (6. 11. 18) 就 是 为 确定 Q, ‚0,,0, 及 A 的 代数 方程 。 为 由 方 
程式 (6. 11. 18) 最 终 确定 这 四 个 参数 , 尚 需 补充 一 个 条 件 。 
例 2 一 质量 为 т 的 质点 在 空间 中 运动 , 它 的 运动 受 有 一 个 
双 面 理想 二 阶 线性 非 完 整 约束 
й - (1+4) (44 +44) =0 (6.11.19) 
已 知 系统 有 两 个 第 一 积分 


dm +@ +) +mgq, = h #0 (6.11.20) 


@ = 4/4, = Ст 0 (6.11.21) 
而 动能 为 

T= img кф +4) (6. 11.22) 
试 研究 系统 运动 方程 的 修改 问题 。 


方程 式 (6. 11.2) 给 出 
mä, = 0, – Аф, (4 +) 
тй, = Q, – Аф(4, +4.) № (6. 11.23) 
mq, = Q, +A 


将 式 (6. 11.20) 和 式 (6. 11.21) X: RFR, IED = 0,C = 
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0, FE Еругин 函数 取 为 零 , 有 
т(4\@%, + 44: + 443) + meq, = 0 (6. 11.24) 
424, = 414 = 0 
由 式 (6. 11. 19) 和 式 (6. 11. 24) , 解 得 
q, =- 84:45 (4 +4) 711 +40 + 6) 1217 
q, =- 8454, (4: +4.) [1 +4,(4 + 6) 217 
äs =~ вй +) 701 + a| (q +4217 
(6. 11.25) 
将 式 (6. 11.25) 代入 式 (6.11.23) ,得 到 
Q, - 4.04 +4) = - mena (4, + Ф) [1+ 
(4 +4) 1" 


Q, - AGG, +)? =- mena (Q +Q) 11 + 
ala + Ф) 72] 
Q, +A =-таф(ф +) 701 + (q+) 21" 
(6. 11.26) 


由 方程 式 (6. 11.26) 还 不 能 唯一 确定 Q, 02.0; 和 入。 为 得 到 
问题 的 唯一 解答 , 尚 需 补 充 一 个 条 件 ,例如 , 令 
Q =0 (6. 11.27) 
则 由 式 (6. 11.26) 解 得 
Q =0 
Q, =-2т&й,(4, + Ф) [1 +4(4 +4) 17] 
À = meq (4. +4) 711 + 04 + 4) 2] 
(6. 11.28) 
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第 7 章 Birkhoff 系统 动力 学 逆 问题 


用 Birkhoff 方程 描述 运动 的 力学 系统 或 描述 状态 的 物理 系 
统 , 称 为 Birkhoff 系统 。 本 章 研究 Birkhoff 系统 动力 学 逆 问 题 , 包 
їй Pfaff - Birkhoff 原理 与 Birkhoff 方程 \ 根 据 运动 性 质 来 建立 Birk- 
hoff Jr #2 Birkhoff 系统 的 对 称 性 与 动力 学 逆 问 题 \ 根 据 普 遍 原理 
来 组 建 方程 ,以 及 广义 Poisson 方法 与 动力 学 逆 问 题 等 。 


7.1 Pfaff — Birkhoff 原理 与 Birkhoff 方程 


本 节 讨论 Pfaff - Birkhoff 原理 , 以 及 由 此 导出 的 Birkhoff 
方程 。 


7.1.1 历史 与 起 源 


美国 著名 数学 家 Birkhoff GD 于 1927 年 出 版 专著 Dynamical 
Systems( HAR)" , 书 中 有 如 下 一 段 文字 : 


“Suppose now that we take an extend Pfaffian variation problem 


1 2m А 

(12) | [ УХ, (а ›®›,›°°°,%„)х', + Z(H, ,z> , т) Jae =0 
t t jal 

which leads at once to the system of ordinary equations of order 2 m 
2m 
aX, ƏX dx _ əZ А 
13 — 1 -— =0 =1,2,-- 2. 

(13) х (52 а Ox; (i m) 

We propose to consider these equations in the case when there is 
an equilibrium point at the origin, under the assumption that the 2m 
analytic functions X; are such that the skew — symmetric determinant 
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aX; ӘХ; 
Ox; дх; 
is not 0 at the origin. The constant terms in the series for the functions 
X, may obviously be omitted throughout. 

It is clear that the Hamiltonian equations appear as a special case 
of these Pfaffian equations (12). 

As will be shown in the following chapter, this generalization of 


the Hamiltonian equations possesses the same property of automatically 
fulfilling all of the conditions for complete stability, once the obvious 
conditions for first order stability are satisfied. Hence from this point 
of view the Pfaff equations seem as significant for dynamics as the 
Hamiltonian equations, although more general in type. Moreover they 
possess the additional advantage of maintaining their Pfaffian form un- 
der an arbitrary transformation of the formal group. ” 

美国 物理 学 家 Santillli ВМ 于 1978 年 提议 将 下 述 方程 命名 为 
Birkhoff 方程 


2n 
ӘК, ӘК \: aB ӘК, 
— - — ja” – —— - — = 0 7.1.1 
PA pe = да“ дг ( ) 


而 函数 B=B(t,a) 命 名 为 Birkhoff 函数 。 显 然 ,方程 式 (7.1.1) 比 
Birkhoff 书 中 原来 的 方程 式 (13 ) 更 为 一 般 。 

Santilli 在 参考 文献 [2] 中 研究 了 Birkhoff 方程 、Birkhoff 方程 
的 变换 理论 以 及 Galilei 相对 论 的 推广 等 问题 ,并 指出 Birkhoff 力 
学 可 应 用 于 强 子 物理 ,统计 力学 、 工 程 、 生 物 物理 等 。 


7.1.2 Pfaff - Birkhoff 原理 
积分 
AS f iR aë = B(t,a)} de (7.1.2) 


称 为 Pfaff 作用 量 。 这 里 相同 指标 表示 求 和 ,v=1,2,…,2n。 
等 时 变 分 原理 
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6A =0 (7.1.3) 
带 有 交换 关系 
dôa” = 64а” (у = 1,2,-++,2n) (7.1.4) 
及 端点 条 件 
ба’ |,.„ =a” |, =0 (7. 1.5) 
称 为 Pfaff - Birkhoff 原理 。 原 理 式 (7.1.3) ~ 式 (7.1.5) 是 一 个 普 
遍 的 一 阶 积分 变 分 原理 。 
当 取 
a’ = | (ш = 1,2,+++,n) 
Pa- (ш=п+1,п+2,---,2п) 


R, = k poras iglia (7.1.6) 
0 (v =n4+1,n +2,-,2п) 
BSH 
Hf , Pfaff — Birkhoff 原理 成 为 Hamilton 原理 
ШЕ? -Н)а = 0 T 
“ 


这 里 ; = 1,2,…,n。 Ait, Hamilton 原理 是 Pfaff ~ Birkhoff 原理 的 
一 个 特殊 情形 。 


7.1.3 Birkhoff 方程 


由 Pfaff — Birkhoff 原理 式 (7. 1.3) 容易 导出 Birkhoff 方程 。 实 
际 上 ,展开 原理 式 (7. 1.3) ,得 
Bs _ ав а 
54 = Е - 2B) bat + Roald = 0 (7.1.8) 
利用 交换 关系 式 (7. 1.4) ,有 
Roa’ = R, Ч(ба*) = (8,50) - (Soe + ге” 


(7.1.9) 

HI (7.1.9) ЖА (7.1.8), 并 注意 到 端点 条 件 式 (7.1.5), 
得 到 
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_ PIR -®) -2 - = 
Бг ГД aat = ре 3 
(7.1.10) 
НЯНИ а, ‚в, ] 的 任意 性 ,得 到 


эк, ƏR,)-, _ ƏB ӘБ, ы 

(= 5 aa = eaves ре =0 (7.1.11) 

这 个 微分 变 分 原理 称 为 Pfaff - Birkhoff — d’ Alembert 原 理 。 由 原理 
式 (7.1.11) 中 ба“ 的 独立 性 , 便 得 到 Birkhoff 方程 


人 сле ðB _ OR, 
да“ да" да" дг 


= = 0. (p,yi= 1,2, 257,20) 


(7. 1. 12) 
Pfaff - Birkhoff 原理 式 (7. 1.3) 和 Birkhoff 方程 式 (7. 1. 12) 是 
Birkhoff 系统 动力 学 的 基础 。 


7.1.4 Birkhoff 系统 动力 学 的 一 些 研究 成 果 


参考 文献 [3] 构 造 了 Birkhoff 系统 动力 学 的 基本 原理 框架 , 包 
4% Birkhoff 方程 和 Pfaff - Birkhoff 原理 完整 和 非 完 整 系统 的 Birk- 
hoff 动力 学 、Birkhoff 系统 的 积分 理论 、Birkhoff 系统 动力 学 逆 问 
题 \Birkhoff 系统 的 运动 稳定 性 、Birkhoff 系统 的 代数 和 几何 描述 
$. 参考 文献 [6,7] 研究 了 Birkhoff 系统 的 Noether 对 称 性 与 Lie 
对 称 性 。 参 考 文献 [8,9] 研 究 了 Birkhoff 系统 的 积分 不 变量 。 参 
考 文献 [10 -12] 研 究 了 Birkhoff 系统 动力 学 的 一 些 逆 问 题 。 参 考 
文献 [13 ,14] 较 全 面 地 论述 了 Birkhoff 系统 的 各 类 对 称 性 和 各 类 
守恒 量 。 参 考 文献 [17 CUT Birkhoff 系统 的 全 局 分 析 。 参 考 文 
献 [18] 研 究 了 Birkhoff 系统 的 分 析 动 力学 ,包括 Birkhoff 形式 运动 
方程 的 组 建 \Pfaff 作用 量 的 对 称 变换 、Birkhoff 方程 的 对 称 性 及 其 
与 共 形 对 称 性 的 联系 .Birkhoff 系统 的 积分 不 变量 等 。 

Birkhoff 系统 动力 学 正 问 题 主 要 是 指 ,研究 Birkhoff 方程 本 身 
及 其 积分 。 
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7.2 Birkhoff 方程 的 建立 问题 


本 节 讨 论 Birkhoff 系统 两 类 动力 学 逆 问 题 ,包括 根据 已 知 运 
动 性 质 来 组 建 Birkhoff 方程 ,以 及 根据 已 知 一 部 分 运动 方程 和 一 
些 运动 性 质 来 封闭 方程 的 问题 。 


7.2.1 运动 方程 的 组 建 问题 


Birkhoff 系统 动力 学 逆 问 题 的 第 一 种 基本 提 法 是 Birkhoff Jy 

程 的 组 建 问题 。 提 法 如 下 :给 定 系统 的 运动 性 质 , 即 给 定 积分 流 形 

Ола) = (p=1,2,…,ms<2n) . (7.2.1) 
其 中 某 些 常数 C? 可 以 是 零 。 假 设 函 数 1°(at 1) ERM С|а^| 上 对 
变量 是 有 界 的 、 连 续 的 、 可 微 的 ,它们 是 彼此 相 容 且 独 立 的 。 问 题 
是 要 按 给 定 的 性 质 来 组 建 系统 的 Birkhoff 方程 ,使 得 按 式 (7.2.1) 
的 运动 是 系统 的 一 个 可 能 运动 。 也 就 是 说 ,使 得 式 (7.2.1) 是 系 
统 的 第 一 积分 ( C? 半 0) 或 特殊 积分 (C? =0) 。 

Birkhoff 方程 的 组 建 问题 ,归结 为 按 性 质 式 (7.2. 1) 来 找到 系 
统 的 Birkhoff 函数 В 和 Birkhoff 函数 组 R, (j=1,2,…,2n) 。 

为 解 上 述 逆 问题 ,可 分 两 个 步 又 :第 一 步 是 按 给 定 运动 性 质 式 
(7.2.1) REMA № a" (j=1,2,…,2n) ,而 得 到 一 阶 微分 方程 
组 ;第 二 步 是 将 所 得 一 阶 微分 方程 组 化 成 Birkhoff 形式 。 

首先 ,将 式 (7. 2. 1) 对 时 间 上 求 导数 ,并 引入 Еругин 函数 Ф,, 
得 到 


ае + 二 人 
(7.2.2) 
当 C0? 为 任意 常数 时 ,@, =0; 当 С? =0 t, D, 为 满足 条 件 
©,(0,a,t) =0 (p=1,2,-+,m) (7.2.3) 


的 任意 函数 。 由 式 (7. 2.2) Я m 4" a” ,表示 为 
246 


{ А, | Г) Д. 
wag _91\_ а 
Е ашау 
(p,l = 1,2,++,m;k = т+1,т+2,:-,2п) (7.2.4) 
其 中 
= ee Loi. 
A= det( 25) (psl = 1,2,--:,т) (7.2.5) 


A, 为 A 元 素 (1,p) 的 代数 余子 式 ,A” 为 4 中 第 p 列 用 式 
(7.2.2) 中 矩阵 第 左 列 替代 所 得 行列 式 。 
34 т = 2n 时 , 式 (7.2.4) 成 为 
ё = “=Í @, - 2) (u,v = 1,2,++,2n) (7.2.6) 
4m < 2п 时 ,由 式 (7.2.4) 不 能 求 出 所 有 a (u = 1,2,…， 
2n) 。 此 时 ,为 得 到 所 有 of, 需 补充 一 些 条件 。 当 m = 2n 时 ,可 由 式 
(7.2.5) 求 得 所 有 a АНЯ, H F Еругин 函数 Ф, 的 存在 ,or 仍 不 
能 表示 为 a,t 的 显 函 数 。 此 时 ,为 确定 Epyrz 函数 , 需 补充 一 些 条 
件 ,如 有 关 稳 定性 、 优 化 等 条 件 。 这样, 当 m = 2n, 而 积分 式 
(7.2.1) 全 部 是 第 一 积分 时 ,才能 最 终 找 到 所 有 alu = 1,2,…， 
2n) ,从 而 组 成 一 阶 微分 方程 组 ,完成 解 逆 问题 的 第 一 步 。 
其 次 ,假设 已 找到 全 部 的 a“ ,并 记 作 
a" =o"(a,t) (w=1,2,--+,2n) (7.2.7) 
现在 要 将 方程 式 (7. 2. 7) Birkhoff 化 。Birkhoff 方程 的 一 般 形式 为 
式 (7.1.12) , 即 
(= - e)a -2 -加 =0 (u,v = 1,2,+++,2n) 
(7.2. 8) 
将 式 (7.2.7) 代入 方程 式 (7. 2. 8) ,得 到 
ӘК, _ (2® 4 aR.) > £ ƏB 
ðt да“ да” ða” 


(u,v = 1,2，…2m) 


(7.2.9) 
对 给 定 的 函数 B, 不 论 R, 是 否 显 含 +, 方 程式 (7. 2. 9) HBL Cauchy – 
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Ковалевская 型 的 偏 微分 方程 。 根 据 Cauchy – Ковалевская 定理 知 ， 
方程 式 (7. 2.9) 的 解 总 是 存在 的 。 由 方程 式 (7. 2.9) 寻求 动力 学 函 
HBR, 已 有 一 些 方法 ,如 Santilli 第 一 方法 、Santilli 第 二 方法 、Hoj- 
man 方法 [2] ,以 及 参考 文献 [3] 给 出 的 方法 。 

例 1 给 定 4 阶 Birkhoff 系统 的 运动 性 质 


I = a! -to без arctanbtdt = С' 


b 
Ё = а! –1а* + Па +B P)d = С (7.2.10) 
Р = а? = С? 
Г = at = С 
式 中 :4b 为 常数 ;C' ,C?,…,C 为 任意 常数 。 试 建立 系统 的 Birkhoff 
方程 。 


将 式 (7.2. 10) 对: 求 导数 , 当 C, C ,…,C+ 为 任意 常数 时 , 式 
(7.2.6) 中 的 Еругин 函数 为 零 , 故 有 
а = а%& L arctanbe å? = а -去 mdl + 202) 


(7.2.11) 


а = 0,а* = 0 
4 С', С, +, Ct 为 零 ,或 为 某 些 固定 常数 时 , 式 (7.2.6) 中 的 
Еругин 函数 不 恒 为 零 。 此 时 , 式 (7. 2. 6) 给 出 


ale as +-aretanbt + Ф, +1Ф,, 


@ = at ln(l + PP) + Ф, +1, Ag eae) 
a = Ф,,а* = Ф, 
现 取 Birkhoff 函数 为 
= Л ИР 22)]* 
= (a -arctanbt) +2 [а -30 + bt )] 
(7.213) 


并 假设 Birkhoff РАН К, (м =1,2,3,4) Ж & г, 此 时 方程 式 
(7.2.9) Н 
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Dal a! аа + BF) + Ф, +10,]+ 05$ + Qud, = 0 


2, [2° 一 +-arctanbt +Ф, + Ф.) + Nap, + О.ф, = 0 


Dy б - L arctanbt +@, + Ф) + 


o, [a - 591 +b?) + Ф, + Ф.) + 
рае - —arctanbt (7.2.14) 
(в? - +-aretanbt + $, + Ф,) + 


Mal at -去 In(1 +00) + @, +1ф,]+ 


1 
ОФ, = а - pin + be) 


取 Birkhoff 张 量 为 
O 305 Hoth © 
Bi! Ou. Q. 1 
= 72.19 
em ef (7.2.15) 
0 1 0 0 


则 方程 式 (7. 2. 14) 给 出 
Ф, = 0,G = 0,G + :@, = 0,0, + tH, = 0 

即 

@, =Ф, = Ф, = Ф, =0 (7.2.16) 

因此 , 所 取 Birkhoff РА Best (7.2.13) 和 Birkhoff 张 量 式 

(7.2. 15) 是 可 行 的 。 此 时 , 按 式 (7. 2. 15) 可 选 Birkhoff 函数 组 为 

R, =а?,К, =a‘ ,R, =R, =0 (7. 2. 17) 
这 样 ,不 论 积分 常数 C"(p =1,2,3 ,4) 是 否 为 零 ,所 选取 的 Birk- 
hoff 函数 式 (7.2.13) 和 Birkhoff 函数 式 (7.2.17) 都 是 问题 
的 解 。 

249 


进而 , 若 取 


0 -1 0 0 
1 0 0 0 
(2,,) = A М Р (7.2. 18) 
0 0 1 
则 由 方程 式 (7. 2. 14) 得 到 

Ф, =- [а - win + 22) ] = (a - +-arctanbt) 

Ф, = (а? - аглап) - [e - xin + г) | 

Ф, =a -去 In(1 +82) (7.2.19) 


Ф,=- б - +-arctanbr) 


显然 ,不 论 式 (7. 2. 10) 中 的 常数 是 否 为 零 , 式 (7.2. 19) 都 不 能 成 
为 问题 的 Еругин 函数 。 因 此 , 式 (7. 2. 13) 和 式 (7. 2. 18) 是 不 正 
确 的 。 
例 2 已 知 2 Br Birkhoff 系统 有 一 个 第 一 积分 
Г = a° cost —a'sint = C! (7.2.20) 
试 求 问题 的 Birkhoff 函数 B ЖП Birkhoff 函数 组 R 和 R, , 
将 式 (7. 2. 20) 对 上 求 导数 , 因 С' 为 任意 常数 , 故 Еругин 函数 
Ф, =0, 得 到 
a’ cost — a! sint — a?sint — a'cost =0 (7.2.21) 
这 只 给 出 ЯП a? 之 间 的 关系 ,为 找到 а! 和 a? 尚 需 补充 一 个 
条 件 。 
假设 问题 的 零 解 a = oz =0 是 稳定 的 。 取 Birkhoff 函数 为 
Ляпунов 函数 ,有 


В = (a)? +1 (аа) (7.2.22) 
稳定 条 件 归结 为 
V=B=0 (7.2.23) 
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于 是 ,有 


а'а' +а?а? =0 (7.2.24) 
由 式 (7. 2. 21) ANSK(7. 2. 24) ,得 到 
a' =а?,а? = -а! (772225) 
将 其 表示 为 Birkhoff 形式 ,有 
а? -a' =0,a' -а? =0 (7. 2. 26) 
而 
В, =a’,R, =0 (7.2.27) 


7.2.2 运动 方程 的 封闭 问题 


Birkhoff 系统 动力 学 逆 问 题 的 第 二 种 基本 提 法 是 Birkhoff Jy 
程 的 封闭 问题 , 提 法 如 下 :给 定 系统 的 部 分 运动 方程 
a’ =0'(а,1) (r=1,2,-++,m'<2n) (7. 2. 28) 
以 及 运动 性 质 
Г(а,1) =C (s=m'+1,m' +2,-++,m<2n) (7. 2. 29) 
来 找到 全 部 运动 方程 ,并 将 其 Birkhoff 化 。 
Birkhoff 方程 封闭 问题 的 解法 可 分 为 两 步 :第 一 步 是 由 式 
(7. 2. 28) FISK (7. 2. 29) 求 出 所 有 的 a” (u =1,2,…,2n)。 第 二 步 
是 将 所 得 一 阶 微分 方程 化 成 Birkhoff 形式 。 
首先 ,将 式 (7.2.29) 对 上 求 导 数 ,并 利用 式 (7.2.28) ,引进 
Еругин 函数 后 得 到 
or, al 
aa” * aa? 
(r = 1,2,:--,т';ѕ = т +1,т' +2,-+,m) (7.2. 30) 
Has (7. 2. 30) ЖЕ (т - т’) a’, 


>? аг = 
а’ + = @,(1,a,t) 


ЖАА A, Ok Far): APL 
tisk eae А“ 
(5,1 = т’ +1,т + 2,,---,т;Е =m+1,m +2, .-*,2п) 


(7.2.31) 
其 中 
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ar 
A =det( aa 
A, HA TH (1,5) 的 代数 余子 式 ,而 A* 为 A 中 第 s 列 用 式 
(7.2.30) 中 矩阵 第 大 列 蔡 代 所 得 行列 式 。 一 般 说 来 ,方程 式 
(7.2.31) 没 有 唯一 解 。 仅 当 m =2n 且 所 有 C 全 部 是 任意 常数 情 
形 ,才能 由 式 (7. 2. 31) 找 到 所 有 其 余 的 a?(p =m’ +1,т’ +2,…， 
2n) , 则 该 方程 可 封闭 。 当 然 , 也 可 以 附加 其 他 限制 ,如 稳定 性 、 优 
化 等 要 求 使 得 可 以 找到 其 余 的 a?。 
其 次 ,假设 已 找到 所 有 其 余 的 a? , 记 作 
а? =0"(a,t) (p=m'+1,m'+2,+,2n) (7.2.32) 
联合 式 (7. 2. 28) (7. 2. 32) , 便 得 
a" =o"(a,t) (ш=1,2,--:,2п) (7.2.33) 
下 面 的 问题 是 要 将 已 得 到 的 一 阶 方程 组 (7.2. 33 ) Birkhoff 
化 。 假 设 方程 组 (7. 2. 33) 有 Birkhoff 表示 , 则 有 
a = (Z -2)e -2 Сау 15254528) 
(7.2.34) 
在 给 定 函数 B 下 ,方程 式 (7.2.34) 是 Cauchy – Ковалевская 型 的 偏 微 
分 方程 。 根 据 Cauchy – Ковалевская 定理 ,方程 的 解 总 是 存在 的 。 但 
是 ,如 何 找到 动力 学 函数 和 RR,(j =1,2,…,2n) , 确 是 不 容易 的 。 
例 3 对 某 4 Br Birkhoff 系统 ,给 定 3 个 方程 
а! =a’ ,a’ =4a,0 = -а! -2a!0 (7.2.35) 
以 及 一 个 积分 
т-у] (a)? + (a2)? + (a)? + Cat)? +2аЁ(а!)* -全 (o)?] =c 
(7.2.36) 
式 中 :C 为 任意 常数 。 试 将 系统 运动 方程 封闭 并 将 其 Birkhoff 化 。 
首先 , 求 出 所 有 a (jw =1,2,…,4)。 将 式 (7.2.36) 对 时 间 t 
RPA, AC 为 任意 常数 , 故 Epyru 函数 Ф =0, 795) 
а'а' +а?а? +а?а? +а*а* +a (a)? +2а!а?а! – (а?)?а? =0 
(7.2.37) 
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将 式 (7.2. 35) Аз (7. 2. 37) ,得 到 
at= а? -(a')? + (а?)? (7. 2. 38) 
其 次 ,将 式 (7.2. 35) R(T. 2. 38) (EM Birkhoff 系统 。 取 系统 
的 Birkhoff 函数 为 


= Z| (a)? + (a2) (a2)? + (a)? за (а) À 2 Ce] 


(7. 2. 39) 
并 假设 
ue =0 (g =1,2,-+,4) (7. 2. 40) 


则 式 (7. 2. 34) 给 出 
Оа +.0( -a' -2a'a”) +Q,[ а? - (а')? +(a?)?] - 


(al +2а'а?) =0 

Ода? +My -a -2а'а?) +0,[ -a -(a')? + (a2)2] - 
[o +(a')? -(a*)?] =0 

Ола +a +0.[ -a° - (a)? + (а?)?] -a =0 


Ола? + (oat +0, ( а -2а'а?) -а*=0 (7.2.41) 
它 有 解 
0'0 21 0 
070: 021 
(Qu) =| ото (7. 2. 42) 
0 1.0 O 
由 此 可 取 Birkhoff 函数 组 为 
R, =а*,В, =a‘ ,R, =R, =0 (7.2.43) 


最 后 ,Birkhoff 方程 表示 为 
-a° – (а! +2а!а?) =0,-а*- [а? +(a')? - (а?)?] =0 
a' -a =0, а? -а* =0 
(7. 2. 44) 
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这 就 是 著名 的 Hénon - Нейез 问题 的 方程 。 

Нёпоп - Heiles 这 个 例子 对 定量 计算 方法 提出 新 难题 ,因为 它 
线性 化 后 的 模型 具有 相同 的 固有 频率 。 这 个 例子 也 表明 ,不 可 积 
Hamilton 系统 一 般 导 致 混沌 解 ,一 般 都 有 内 在 随机 性 5 。 

例 4 已 知 阶 Birkhoff 系统 的 一 个 方程 

a’ = -Ё(а!)° (7.2.45) 
和 一 个 第 一 积分 
t=4(a*)* каа? +P (a) =C (1>0) (7.2.46) 


式 中 :C 为 任意 常数 。 试 将 系统 方程 封闭 并 将 其 Birkhoff 化 。 
将 式 (7.2.46) 对 1 求 导数 , 因 C 为 任意 常数 , 故 Еругин 函数 
$=0, 得 到 


pa Р Е 
F(a)? tia +а'а? +а'а? +t (a!)° +22 (a!)5a! =0 


(7.2.47) 
将 式 (7. 2. 45) 代 人 式 (7.2. 47) ,得 到 
a$ (7. 2. 48) 
Birkhoff 方程 给 出 
2( эВ ЭК: \ _ @ of aB 9R _ 1 
ga by 2,9 ды + x)= ко) 
(7. 2. 49) 
Sh 
R, =а?,В, =0 (7.2. 50) 
则 有 


A= -A = -1,02 = -F =1 (1.2.51) 


(7.2.52) 


它 有 解 
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=> Pak (а!) (7.2. 53) 


7.3 Birkhoff 系统 的 对 称 性 与 动力 学 逆 问 题 


本 节 研 究 Birkhoff 系统 的 Noether 对 称 性 以 及 与 Noether 对 称 
性 相关 的 两 类 动力 学 逆 问 题 。 


7.3.1 Birkhoff 系统 的 Noether 对 称 性 


取 时 间 ;和 变量 а^ 的 无 限 小 变换 
t° =t + Atja" = a" + Да (7,8, 1) 
或 其 展开 式 为 
eh кка нук" =a" +в (ta) (а=1,2,:--,г;ш = 
+,2n) (72352) 


si ге, АЛМ; Е 为 无 限 小 生成 元 。 
Pfaff 作用 量 为 式 (7. 1. 2), 即 


A = f? (Rda - Bat) (7.3.3) 
它 的 全 变 分 为 Pa 
re ов) 9 aR,-, _ ðB 
ДА = J [Rue B) at + (52 w 2B) at + 


(Ee ч 28) де + R Aà" Jae (7.3.4) 
或 写成 
m = еа -Be + (E Не 
= Beles a (7.3.5) 
其 中 
Er = -aig (7.3.6) 
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如 果 
A4 =0 (1.3.7) 
则 称 变换 式 (7. 3. 1) № Noether 意义 下 的 对 称 变换 。 
如 果 


A4 =- [Аба (7.3.8) 
4 


式 中 :AGw = esGW", 则 称 变换 式 (7.3. 1) 为 Noether 意义 下 的 准 对 
称 变换 。 

准 对 称 变换 的 判 据 在 取 & 21 时 归结 为 如 下 广义 Noether 等 
式 , 即 

(2. a - в, + (= ғ - за. + R,Ë, - BË, + Gy = 0 
Ө F 
(7.3.9) 

展开 式 (7. 3.9) ,得 到 广义 Killing 方程 [9 


R 
дё, aR, , oR -pE _ _9бк aes г: А 


" да” go at да" да’ 
(7. 3. 10) 
ðB, , p%o , 3B 9, _ дбн > 
рб, + ət £ Ир a (ш = 1,2,+++,2n) 


(7. 3. 11) 
Birkhoff 系统 的 Noether 定理 有 如 下 结果 。 
命题 104 ”如 果 无 限 小 生成 元 &-ё„ 和 规范 函数 Cy 满足 广 
义 Noether 等 式 (7.3.9) , 则 Birkhoff 系统 存在 Noether 守恒 量 
Ty =R,€, – Béo + Gy = 常数 (7.442) 
#209 如 果 无 限 小 生成 元 sé, 和 规范 函数 Cy 满足 广 
X Killing Jy #250 (7.3.10). (7.3.11), W] Birkhoff 系统 存在 
Noether 守恒 量 式 (7. 3. 12) 。 
Birkhoff 系统 动力 学 正 问题 是 指 ,给 定 系 统 的 Birkhoff 函数 В 
和 Birkhoff РАЗН К, (u =1,2,…,2n) ,来 寻求 系统 的 运动 性 质 ， 
特别 是 寻求 准 对 称 变换 ,进而 求 得 积分 。 
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7.3.2 BAS — ЕА 


与 Birkhoff 系统 Noether 对 称 性 相关 的 动力 学 逆 问题 的 第 一 
种 提 法 如 下 :已 知 系统 的 Birkhoff 函数 组 R, (u =1,2, ---,2п), 
给 定 的 一 个 积分 

ба" г) =C 2:39:19) 

以 及 广义 Killing 方程 式 (7.3.10)、 式 (7.3.11) 来 寻求 系统 的 
Birkhoff 函数 В 和 准 对 称 变换 的 生成 元 E, 以 及 规范 函数 Cro 

为 解 上 述 逆 问题 ,可 令 积分 式 (7.3. 13) 等 于 Noether 对 称 性 
的 守恒 量 式 (7. 3. 12) , 即 令 


Кё, -Béo + Gy =1 (7.3.14) 
将 式 (7. 3. 14) Xt а” 和 + 求 偏 导 数 ,分 别 得 到 
Sree, aR Ee Be рб, „м (7.3.15) 
да” да” да да да да 
ӘК, eg, + В, % -e -B a + 26 _ al (7.3.16) 


R, ðt ðt ot 
Wah: 3.15) 5355 (7.3. в, 3.16) 5 (7.3.11) 分 别 相 
减 ,得 到 


oR oR oR 2B) al 
z  — |£, + r =- 7.3.17 
= да” )& ( ðt ч да” é ða” ( ) 
ӘК, ӘВ al 
= 7.3.18 
(5 ot et = 9: ( ) 


由 式 (7. 3. 17) 解 得 у 
£ = Lge # (25 +9 ӘК, Ja] (7.3.195 

再 将 式 (7. 3. 19) Ах (7.3. 18) ,得 
ЭВ yw 91 _ al _ aR, ge al 
da” da” д: 9: да” 
方程 式 (7. 3. 20) 的 右 端 是 已 知 的 , 它 是 关于 ;8 的 偏 微分 方程 。 解 
此 方程 , 便 可 求 出 B 来 。 然 后 ,由 式 (7. 3. 19 ) 给 出 生成 元 & 2. 
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(7.3.20) 


间 的 关系 。 最 后 ,由 式 (7. 3. 14) 求 出 规范 函数 Gn。 
例 1 已 知 2 Br Birkhoff 系统 的 Birkhoff 函数 组 为 


В, =a’ ,R, =0 (7.3.21) 
以 及 积分 
r= (a)? +964)" (7.3.22) 
试 求 系统 的 Birkhoff 函数 В, MEXER НОЕ ALTE £, Е, о 和 规范 
函数 Сто 


由 式 (7. 3.21) 可 知 
wo 2) 
SE BIER 
ДЕ" 


方程 式 (7. 3. 20) 给 出 
ЗВ 2 - OB 


т а =0 (7.3.23) 
да да 
它 有 解 
s(a)? +300) (7.3.24) 
将 式 (7.3.24) 代 入 式 (7.3. 19) ,得 
Е =а? +а’&,Ё, = -a -a'&, (73:25) 
由 此 还 不 能 唯一 确定 生成 元 所 E> A Ey. PAE ЛО 
& =0,é, =, = -a (7.3.26) 


最 后 ,将 式 (7.3.21) 5(7.3.22) ‚35 (7.3.24) R (7. 3. 26) HRA 
式 (7.3. 14) ,得 


Gy =1- 6, -В& +В, = 5a")? (а?) (7.3.27) 
例 2 已 知 4 阶 Birkhoff 系统 的 Birkhoff 函数 组 为 


R, = 0,R, = a! -a – (а +a@)t+ (a’sint + a‘cost) cost 
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R, = а! —а* — (а +a°)t,R, = – (a’sint + a‘cost) sint 


(7.3. 28) 
并 知道 一 个 积分 
1 = а?созі — a‘sint (7.3.29) 
试 求 系统 的 Birkhoff 函数 B, 相 应 的 准 对 称 变换 生成 元 ё\,--,ё&,, 
& 和 规范 函数 Gyo 
由 式 (7. 3. 28) 可 知 
© 110 
-1 0 0 0 
(Q,,) = ыт бей (7. 3. 30) 
0 0-10 
故 有 
0 -1 0 0 
го g. 51 
(Q ”) = o (OU oti (7.3.31) 
0 -1 1 0 
方程 式 (7. 3. 20) 给 出 
- В 一 2B ing + кые - ЭВ =- 2(a°sint + a‘cost) 
да да да да 
(7. 3. 32) 
方程 式 (7. 3. 32) 有 解 
В = (a’sint + a‘cost)? (7. 3. 33) 
方程 式 (7. 3. 19) 
& =- cost + a’, =- sint + a*£ (7.3.34) 
& = sint — аё, ё, = — cost — аё, 
取 
& =0 753-35) 
则 有 
é =- cost,£, = — sint,£, = sint,é, = — cost 
(7.3.36) 
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7.3.3 逆 问 题 的 第 二 种 提 法 和 解法 


与 Birkhoff 系统 Noether 对 称 性 相关 的 动力 学 逆 问 题 的 第 二 

种 提 法 如 下 :已 知 系统 的 Birkhoff 函数 B, 按 给 定 的 积分 

I(a",t) =C (7.3.37) 
以 及 广义 Killing FÆR (7. 3. 10) 30 (7. 3. 11) HR ABE Birk- 
hoff 函数 组 R, (ш =1,2,---,2п) 和 准 对 称 变换 的 生成 元 名 各 以 及 
规范 函数 Cy. 

为 解 上 述 逆 问题 ,可 利用 关系 式 (7.3.17) 和 式 (7.3. 18) ,或 
关系 式 (7. 3. 19) 和 式 (7.3. 20) 。 在 已 知 函 数 В 和 积分 1 时 ,这 些 
关系 给 出 Кё, Me 之 间 的 方程 。 在 找到 К, Е, ME 之 后 ,再 由 
关系 (7.3. 14) 求 出 规范 函数 Gn。 

例 3 已 知 2 阶 Birkhoff 系统 的 Birkhoff 函数 


в=2-(а')° (а?) (7.3.38) 
以 及 积分 
I= (a)? +A (a)? (1.3.39) 
试 求 系统 的 Birkhoff 函数 组 R, R, , 准 对 称 变换 的 生成 元 所 EE 
以 及 规范 函数 Gyo 
关系 式 (7. 3. 17) 和 式 (7. 3. 18) 给 出 
QE, + 9а +а')& =< = 
Dé, + ($ + aje =-а? (7.3.40) 
эк , aR, 
(Sire Jë + (= + 四) 名 =0 
由 此 注意 到 
0, = -Qan 
得 
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Өй. y SR, 

a? “у” & 0 
CAR 

R, =a’,R, =0 (7.3.41) 
将 式 (7. 3.41) (Я. 3.40) ,得 
-6 +аё = -а',ё, +a? = -a’,a'é, +а?ё, =0 

由 此 解 得 

& = -1,4 =£, =0 (7. 3. 42) 
最 后 ,将 式 (7.3.38)、 式 (7.3.39) ‚5 (7.3.41) AIR (7.3. 42) & 
人 式 (7.3. 14) ,得 


Gy =0 (7.3. 43) 
#4 已 知 2 Birkhoff 系统 的 Birkhoff 函数 
B= (a)? +P (a! )° (7.3.44) 
和 积分 
=i (a)? ча +в (ат )° (7.3.45) 
BOR ASEAN Birkhoff 函数 组 R „К, , 准 对 称 变换 的 生成 元 &1 Е, .如 
和 规范 函数 Cy 


式 (7.3.17) 和 式 (7.3. 18) 给 出 
QE, + [5% + (а!) & ==a -22(а')$ 
онро М2 2 


Nagi + (т 7a а?)& =- -a' 


ЕЗ (а')° Jé: + (=. 5 з) 2 =- F(a)? +2(а')% 
(7.3.46) 
可 找到 如 下 解 
R, =a’ ,R, =0,& = -2t,€, =a',é,= La (7.3.47) 


将 式 (7. 3. 44) ` 式 (7.3. 45) 3K (7. 3. 47) Аз (7. 3. 14) ,得 
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Gy=0 (7.3. 48) 


7.4 根据 Pfaff-Birkhoff-D’ Alembert 
原理 组 建 运动 方程 


本 节 研 究 由 微分 变 分 原理 来 组 建 Birkhoff 方程 的 问题 ,包括 
Pfaff-Birkhoff-D’ Alembert 原理 以 及 由 此 原理 提出 的 一 类 动力 学 逆 
问题 的 解法 。 


7.4.1  Pfaff-Birkhoff-D’ Alembert 原理 


与 Birkhoff 系统 相关 的 微分 变 分 原理 是 Pfaff-Birkhoff-D' Ale- 

mbert 原理 ,有 形式 (7. 1.11) , 即 
(Е У г” г ==. с Ba loa" "bw = day 
(7.4.1) 

如 果 原 理 式 (7.4.1) 中 的 变 分 ба^ 是 彼此 独立 的 , 则 可 导出 
Birkhoff 方程 式 (7. 1. 12) 。 如 果 原 理 式 (7.4. 1) 中 的 变 分 ба" 不 是 
彼此 独立 的 , 便 得 不 到 方程 式 (7. 1. 12) 。 此 时 , 需 给 出 对 ба“ 的 限 
制 ,而 得 到 相应 的 运动 方程 。 

与 微分 变 分 原理 式 (7.4. 1 ) 相关 的 动力 学 正 问 题 是 指 ,由 这 
个 原理 出 发 研究 系统 的 运动 性 质 。 例 如 ,参考 文献 [15 ] 研究 了 
Pfaff-Birkhoff-D’ Alembert 原理 在 群 的 无 限 小 变换 下 的 不 变性 条 
件 , 并 导出 了 守恒 量 , 即 求 得 了 积分 。 


7.4.2 ， 逆 问题 的 提 法 和 解法 


与 原理 式 (7. 4. 1) 相关 的 动力 学 逆 问 题 的 提 法 如 下 :以 原理 
式 (7.4. 1) 为 出 发 点 来 组 建 系统 的 运动 方程 ,要 求 按 给 定性 质 
0:Р(а 1) =0 (p=1,2,-,m<2n) (7.4.2) 
的 运动 是 系统 的 一 个 可 能 运动 。 这 里 假设 函数 严 (p = 1,2,---,m) 
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彼此 相 容 、 独 立 , 对 其 变量 连续 、 可 微 。 
为 解 上 述 逆 问 题 ,将 式 (7.4.2) 对 上 求 导数 ,并 引入 Еругин PR 


数 ,得 到 
y „э = @,(1,a,t) (р =1,2,---,т <2n) 
(7.4.3) 
对 式 (7.4.2) 取 等 时 变 分 ,得 
or = = ... 
Зоб = 0 (p =1,2,<,т) (7.4.4) 


这 是 式 (7.4.2) 对 变 分 да“ 的 限制 条 件 。 假 设 由 式 (7.4.4) 可 解 
出 前 面 m 个 ба” , 记 作 
ба? =С„(1,а)ба” (og=m+l,m+2,.,2n) 


(7.4.5) 
将 式 (7.4.5) 代 人 原理 式 (7.4.1) ,由 ба” 的 独立 性 得 到 
„y _ OB oR, „ _ ôB _ OR,) _ 
(v =1,2,++,2n;0 = т+1,т+2,---,2п;р = 1,2,+++,m) 
(7.4.6) 


这 样 , 式 (7.4.3) 和 式 (7.4. 6) 便 是 所 论 问题 的 运动 方程 。 

所 得 到 的 方程 允许 系统 按 给 定性 质 式 (7.4.2) 而 运动 ,并 且 
仅 当 初始 条 件 t= ,ar =ab 满足 式 (7.4.2) , 即 当 满 足 

Р(аў,ь„) =0 (p=1,2,-:+,m<2n) (7.4.7) 

时 ,这 个 运动 才 存在 。 自 然 可 假设 条 件 式 (7.4.7) 实 际 上 不 满足 ， 
因此 ,要 求 当 系统 有 对 条 件 式 (7. 4. 7) 的 初始 偏离 时 ,相对 给 定性 
质 式 (7. 4. 2) 是 稳定 的 或 渐 近 稳定 的 。 这 个 要 求 可 用 来 选取 尚未 
确定 的 Еругин 函数 Ф, , 


7.4.3 AB 


4 阶 Birkhoff 系统 的 Pfaff-Birkhoff-D’ Alembert 原理 为 
(-а*-а!)ба! +( -a –а?)ба? + (а! -as)5a3+ 


(a? - а*)ба* =0 (7.4.8) 
给 定 运动 性 质 为 
I =a' +а? =0,Р =a’ +а'а* =0 (7.4.9) 
试 组 建 运动 方程 ,并 按 稳 定性 要 求 选取 Еругин 函数 Ф, ‚Ф, 
方程 式 (7.4.6) 和 式 (7.4.3) 给 出 
-a-a' +a‘ +a’ -a'a‘ +a at =0 
а? -а* -a'a' +a'a’ =0 (7. 4. 10) 
а' +a’ =Ф, ,а? +а'а* +a‘a' = Ф, 
这 就 是 所 要 组 建 的 运动 方程 。 由 方程 式 (7.4. 10) Ж a“ A 
(1 +a')a' = Ф, +a'a’ -a* 
(1 +а') а? =а'Ф, +а*-а!а* 
(1 +а')а? =, -а Ф, +а*(а* -a'a’) -а'(а' -a° -а?а*) 
(1 +a')a* =@, +a' -a - aa (а' з -1) 
(7.4.11) 
为 寻找 Еругин 函数 Ф, 和 B$, ,可 提出 补充 需要 :要 求 方程 式 
(7.4. 11) Ж а“ =0(j =1,2,…,4) 是 稳定 的 ,并 且 要 满足 
Dy 1 41,0229 =0,Ф, зло =O (7. 4. 12) 
选 Ляпунов 函数 为 


у= (a)? + (42)? + (a)? + (a*)?] (7.4.13) 
按 方程 式 (7. 4. 11) 求 对 时 间 + 的 导数 ,得 
ТФ, (а! ta'a —а$а*) +Ф,(а? +at)] (7.4. 14) 


1 +а' 
ЖЖ Еругин 函数 为 
Ф, =(1+а') (а? +а*) (а +a’) (а +а'а*) 
Ф, = – (1 +а!) (а +а'а? -а?а*) (а +а'а*) (а +a) 


(7.4.15) 
则 有 
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V=0 (7. 4. 16) 
据 Ляпунов 定理 可 知 , 零 解 是 稳定 的 ,而 且 式 (7.4.15) 也 满足 式 
(7.4.12)。 


7.5 广义 Poisson 方法 与 动力 学 逆 问 题 


本 节 研 究 Birkhoff 系统 的 广义 Poisson 方法 与 动力 学 逆 问 题 ， 
根据 Birkhoff 系统 关于 第 一 积分 的 广义 Poisson 条 件 提出 并 解决 一 
类 动力 学 逆 问 题 。 


7.5.1 Birkhoff 系统 的 Poisson 理论 


自治 情形 与 半 自 治 情形 的 Birkhoff 方程 有 如 下 形式 , 即 
0, = 28-0 (k= 1,22) (1.5.1) 

在 自治 情形 2, = 0„(а) ,В = В(а) ;在 半 自 治 情形 Q, =0,,(a), 
B=B(a,t)。 将 某 函 数 A(a) 按 方程 式 (7.5. 1) 求 对 :的 导数 定义 
为 一 个 积 , 即 
ӘВ = 4oB (7.5.2) 
да 
它 满足 Lie 代数 公理 。 此 时 ,Poisson 理论 有 如 下 结果 05] 。 

命题 1 а“) = 常数 是 系统 式 (7.5.1) 第 一 积分 的 充分 必 
要 条 件 为 


= дА gw 
= a 


al : 
at! B=0 (CT) 


命题 2 自治 形式 Birkhoff 系统 的 Birkhoff 函数 B = B (a) 是 
系统 的 第 一 积分 。 
命题 3 如 果 自 治 形式 和 半 自 治 形式 的 Birkhoff 方程 有 不 处 
于 相互 内 旋 的 两 个 第 一 积分 (ef,t) = С, ,1,(а* л) =C,, WEN 
的 广义 Poisson {#®У[ 1, ,1,] = 五 ol, 也 是 系统 的 第 一 积分 。 
命题 4” 如 果 自 治 形 式 的 Birkhoff 方程 有 包含 时 间 的 第 一 积 
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4} Ia" л) =C, 那 么 at,32178P2,… 都 是 系统 的 第 一 积分 。 
命题 5 如 果 自 治 形式 和 半 自 治 形式 的 Birkhoff 方程 有 包含 变 
Ж а^ 的 第 一 积分 ,而 2 和 B 都 不 显 含 a?, 则 al/aa’ „9? да”? --- 
都 是 系统 的 积分 。 
非 自治 形式 的 Birkhoff 方程 有 如 下 形式 , 即 


“aT a SE =0 (7.5.4) 
да ðt | 
将 其 表示 为 
a ðB = =É ... п 
ad =O (mu =1,2,-+,2n) (7.5.5) 
其 中 
San HEM (7.5.6) 
m У: лч. 0 
о т2 .. о 
Ak ss Kara mo mln (7.5.7) 
0 0 Т? 
而 
moB а „дВ 
Farge OC эш; (7.5.8) 
将 某 函 数 4(a) 按 方程 式 (7. 5.5) 求 对 时 间 ;的 导数 定义 为 一 个 积 
4 = Agu Baty, 
йын ae АВ (7.5.9) 


这 个 积 具 有 相 容 代数 结构 并 具有 Lie 容许 代数 结构 ”1 。 此 时 ， 
Poisson HPA UFAR 。 
命题 6 I(a",t) = 常数 是 非 自治 形式 Birkhoff 方程 式 
(7.5.5) 第 一 积分 的 充分 必要 条 件 为 
741-8 =0 (7.5.10) 
命题 7 如 果 非 自治 形式 的 Birkhoff 方程 式 (7. 5. 5) 有 包含 变 
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Ж а? 的 第 一 积分 ,而 S” ЖП В 都 不 显 含 d, ABA 91/9a? , И 
да? ,… 都 是 系统 的 第 一 积分 。 
上 述 7 个 命题 可 用 来 研究 Birkhoff 系统 动力 学 正 问题 :由 微 
分 方程 求 系统 的 积分 。 
称 式 (7.5. 10) 为 Birkhoff 系统 的 广义 Poisson 条 件 , 可 写成 
al | al pw ƏB _ƏR,) _ 
tt =o (7.5.11) 
由 广义 Poisson PES (7. 5. 11) 可 提出 并 解决 Birkhoff 系统 的 一 
类 动力 学 逆 问 题 。 


7.5.2 ， 逆 问 题 的 提 法 和 解法 


与 广义 Poisson 条 件 相 关 的 动力 学 逆 问 题 有 以 下 提 法 :根据 已 
知 第 一 积分 
Қал) = C (7.5.12) 
ЖЖ Birkhoff 系统 中 的 动力 学 函数 R, ЯП Bo 
这 类 逆 问 题 的 解 归结 为 求解 R,、B 所 满足 的 广义 Poisson 条 件 
所 给 出 的 偏 微分 方程 式 (7. 5. 11)。 一 般 说 来 ,因为 给 出 的 信息 不 
足 , 这 些 逆 问题 没有 唯一 解 。 


7.5.3 AB 
例 1 已 知 2 Br Birkhoff 系统 有 一 个 第 一 积分 


I =a!sint + а?соз = С (7: 5.13) 
试 求 系统 的 Birkhoff 函数 B 和 Birkhoff 函数 组 R, Ryo 
广义 Poisson 条 件 式 (7.5. 11) 给 出 


a'cost — a’sint + эм 2" = +Q 28 £ 
a 


da 
cost( 0" 28. + п” ЭЁ) = 0 (7.5.14) 
da da 
FO” HY ORR ERT ЯП 
О" =P =0,0 = -0 (7. 5. 15) 
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将 式 (7.5. 15) Аз (7. 5. 14) ,得 
a oB inp - 2E cost) + a'cost — a?sint = 0 (7.5.16) 
да да 


这 就 是 动力 学 函数 BR, 和 R, 所 满足 的 偏 微分 方程 。 
方程 式 (7.5. 16) 有 解 


0 =1,B=4{(a')? +(a?)?} (7.5.17) 
于 是 ,可 取 Birkhoff 函数 组 为 
К, =a’,R, =0 (7. 5. 18) 


例 2 已 知 2 阶 Birkhoff 系统 的 一 个 积分 
Пе +а'а® +40 (a!) =c (7.5.19) 
试 求 系统 的 Birkhoff 函数 В 和 Birkhoff 函数 组 А, R, , 
广义 Poisson 条 件 式 (7.5. 11) 给 出 
- (at)? + e(a)" + а? +2P(a') JP (2B + эт), 
t da 


ot 
(а Zaa (28 +9) = 0 (1.5.20) 
取 
К, =a’,R, =0 (7.5:21) 
则 有 
О„=-1,02%=-0?=1 (7.5.22) 
将 式 (7.5.21) R(T. 5.22) 代 入 式 (7.5. 20) ,得 到 
= F(a?) +2 (а?) + [a +20020 (a + Zat) 8 =0 
(7.5.23) 
由 此 可 求 得 函数 B, 即 
Не (a!) (7.5.24) 
对 高 阶 Birkhoff 系统 ,由 广义 Poisson 条 件 求 得 动力 学 函数 


RB8, 则 有 较 大 困难 。 
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第 8 章 广义 Birkhoff 系统 动力 学 逆 问 题 


用 广义 Birkhoff 方程 描述 运动 的 力学 系统 或 描述 状态 的 物理 
系统 , 称 为 广义 Birkhoff 系统 。 本 章 研究 广义 Birkhoff 系统 动力 学 
逆 问 题 ,包括 广义 Pfaff — Birkhoff 原理 与 广义 Birkhoff 方程 .根据 
运动 性 质 来 建立 广义 Birkhoff FEE J X Birkhoff 系统 的 对 称 性 与 
动力 学 逆 问 题 \, 根 据 普 遍 原理 组 建 运动 方程 ,以 及 广义 Poisson 27 
法 与 动力 学 逆 问 题 等 。 


8.1 广义 Pfaff-Birkhoff 原理 与 广义 
Birkhoff 方程 


本 节 提 出 一 类 新 型 积分 变 分 原理 , 称 其 为 广义 Pfaff-Birkhoff 
原理 ,并 由 这 个 原理 出 发 来 导出 广义 Birkhoff 方程 。 


8.1.1 Hamilton 原理 对 完整 非 保守 系统 的 推广 
众所周知 ,完整 保守 系统 的 Hamilton 原理 有 形式 
вена.) =0 (8.1.1) 


式 中 :L = (1,4,4) HABE Lagrange 函数 ;4 为 系统 的 广义 坐标 ; 
q 为 系统 的 广义 速度 ;6 为 等 时 变 分 。Hamilton 原理 式 (8. 1.1) 对 
非 保 守 系 统 的 推广 可 表示 为 
[К +8'W)dt =0 (8. 1.2) 
其 中 
8' = 0,84, (8.1.3) 
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而 0,=Q,(i,q,q) 为 对 应 广义 坐标 а, 的 非 势 广义 力 。 当 
8'=0 (8.1.4) 
时 ,原理 式 (8. 1.2) 成 为 Hamilton 原理 式 (8. 1. 1)。 


8.1.2 Pfaff-Birkhoff 原理 的 推广 


Pfaff 作用 量 有 如 下 形式 , 即 
А@) = Ѓ UR, aë - B(t,a) dt (8.1.5) 


IF :B = B(t,a) Ж Birkhoff 函数 ;R, = К, (t, а) ЖЖ Birkhoff РА 
数组 。 
Pfaff - Birkhoff 原理 为 


of в,а" -в)й = 0 (8. 1.6) 


щй 
站 ү (w=1,2,-++,n) 
а = н 
Pa-n (ш=п+1‚,п+2,,2п) 
р, (0=1,2,--:,п) 
R= = 
ji {0 et H (8.1.7) 
时 ,Pfaf — Birkhoff 原理 式 (8. 1. 6) 成 为 Hamilton 原理 式 (8. 1. 1) 。 
类 似 于 Hamilton 原理 的 推广 形式 式 (8.1.2), 可 将 Pfaff - 
Birkhoff 原理 式 (8. 1. 6) 推 广 到 如 下 形式 , 即 


Ѓ tata, - B) чета = 0 (8.1.8) 
其 中 е 
ô'W = Л, ба", Л, = A,(t,a) (8.1.9) 
称 原 理 式 (8.1.8) 为 广义 Pfaff - Birkhoff 原理 。 当 8'W =O 时 , 则 
它 成 为 Pfaff — Birkhoff 原理 式 (8. 1. 6) 。 
8.1.3 广义 Birkhoff 方程 


由 广义 Pfaff - Birkhoff 原理 式 (8. 1.8) 可 以 推导 广义 Birkhoff 
方程 。 将 原理 式 (8. 1. 8) 表 示 为 
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0 = [ае +R, 3 (82) - Boat + лв 


"Г (aR, oR)., _ әв ӘР, 
(52-2) ОА, ва (8.1.10) 
АЗИЯ ИН t ERE, 2008.1. 10) 得 到 
рее 
да” да’ да at 
(u,v = 1,2,-++,2n) 
考虑 到 ба“ 的 独立 性 ,由 式 (8. 1. 11) 得 到 


(=: son әв 9 
Da a „= & 


=0 
+a jo (8. 1.11) 


R 
— +A, =0 (mn, =1,2,---,2п) 


да“ да” да ðt 
(8.1.12) 
方程 式 (8. 1. 12) 称 为 广义 Birkhoff 方程 ,于 1993 年 由 参考 文献 
[1] 给 出 。 
当 
А„=0 (pz=12，2m) (8.1.13) 
则 方程 式 (8. 1. 12) 成 为 Birkhoff 方程 -4 
R, aR, 
(aA rgi sa о (8.1.14) 


广义 Pfaff — Birkhoff 原理 式 (8.1.8) 和 广义 Birkhoff 方程 式 
(8.1. 12) 是 广义 Birkhoff 系统 动力 学 的 基础 。 
下 面 举 例 说 明 广 义 Birkhoff 方程 的 应 用 。 
例 1 Mathieu 方程 有 如 下 形式 , 即 
£ =у,у =- (а + B cos 2t)x – ух? (8.1.15) 
式 中:a,B,y 为 常数 。 试 将 其 表 为 Birkhoff 方程 和 广义 Birkhoff 
方程 。 


令 


则 方程 式 (8. 1. 15 ) 表 示 为 
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= а? – (а + Всов21)а! -y(a')? = 0 


a' -a’ =0 


(8. 1. 16) 


可 将 其 表示 为 Birkhoff 方程 ,其 Birkhoff 函数 和 Birkhoff 函数 组 分 


别 为 外 
= Нк» + (а + Всоз21) (a! )2 + Ty(a')'] 
1 


R, = Аар =- =a! 


2 2 


现 将 方程 式 (8. 1. 16) 表 示 为 广义 Birkhoff 方程 。 令 


вед То = LA 


2 z 
则 有 
A, =- (а + Bcos2t) a’ -y(a')?,A, =- а? 
或 者 取 
=F(a')*,R, =j в, = То 
则 有 
А, =~ (а + Boos2t)a! - у(а!),А, = 0 
或 者 取 
Я в = [(а + Всов21) (а)? ] + 二 (al )*, 
R, = За? К, =- та 
则 有 
PRE — 2 


(8.1.17) 


(8. 1.18) 


(8.1.19) 


(8. 1. 20) 


(8.1.21) 


(8.1.22) 


(8.1.23) 


可 见 ,由 于 广义 Birkhoff 方程 中 出 现 了 附加 项 A, ,将 微分 方程 
表示 为 广义 Birkhoff 方程 要 比 表 示 为 Birkhoff 方程 来 得 容易 。 


42 Van der Pol 方程 有 如 下 形式 , 即 
x+x-e(1-x’)x =0 


试 将 其 表示 为 Birkhoff 方程 和 广义 Birkhoff 方程 。 


& 


(8.1. 24) 
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1 2 Ë 
a =х,а =x 


则 方程 式 (8. 1. 24) 可 表示 为 


а =а?,а? = -а+е[1 – (а!)?]а? (8.1.25) 
按 通 常 方法 , 取 Birkhoff 函数 为 系统 的 总 能 量 , 即 
=F1(a')? + (a*)?] (8. 1. 26) 
则 关于 Birkhoff 函数 组 R, R, WIR?) 


R, aR Әв 
(25 - 22) 0-а +e[1 - (а) Ja*} = а Е 
(226, at tg Ка 

да? да’ 

由 此 很 难 找到 R, ЯП R,。 因 此 , 取 Birkhoff 函数 为 系统 总 能 量 的 方 

法 ,对 此 例 行 不 通 。 

若 将 Van der Pol 方程 表示 为 广义 Birkhoff 方程 , 则 容易 得 多 。 

实际 上 ,可 取 
R, = 12,8, = -Fa B= (a)? +(a)?] 
A, =e[1-(a')*]a’,A, =0 


(8.1.27) 


(8.1.28) 


82 根据 运动 性 质 组 建 广义 Birkhoff 方程 


广义 Birkhoff 系统 动力 学 正 问 题 是 指 由 广义 Birkhoff 方程 出 
发 来 研究 运动 性 质 , 而 动力 学 逆 问 题 是 指 由 运动 性 质 来 组 建 广义 
Birkhoff 方程 。 本 节 研 究 广义 Birkhoff 系统 动力 学 的 两 类 逆 问 题 ， 
包括 根据 已 知 运动 性 质 来 组 成 广义 Birkhoff 方程 以 及 根据 已 知 一 
部 分 运动 方程 和 一 些 运 动 性 质 来 封闭 方程 组 。 


8.2.1 运动 方程 的 组 建 问 题 


广义 Birkhoff 系统 动力 学 逆 问 题 的 第 一 种 提 法 是 广义 Birkhoff 
方程 的 组 建 问 题 。 提 法 如 下 :给 定 系统 的 运动 性 质 , 即 积分 流 形 
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0: Р(а*л)=С” (р=1,2,---,т<2п) (8.2.1) 
其 中 某 些 常数 C? 可 以 是 零 。 假 设 函 数 (а i) ЕВ G| at | 上 对 
变量 是 有 界 的 、 连 续 的 、 可 微 的 ,它们 是 彼此 相 容 且 独立 的 。 问 题 
是 要 按 给 定 的 性 质 式 (8.2.1) 来 组 建 广义 Birkhoff 方程 ,使 得 式 
(8.2.1) 是 系统 的 一 个 可 能 的 运动 。 即 使 式 (8.2. 1) 是 系统 的 第 
一 积分 (C? 关 0) 或 特殊 积分 (C? =0) 。 

广义 Birkhoff 方程 的 组 建 问题 ,归结 为 按 性 质 式 (8.2. 1) 来 找 
到 系统 的 Birkhoff 函数 В, Birkhoff 函数 组 R,, 以 及 附加 项 A, (и. = 
1,2,+*,2п)% 

为 解 上 述 道 问 题 ,首先 要 按 给 定 运动 性 质 式 (8.2. 1) 求 得 所 
有 的 a" (yw =1,2,…,2n) ,而 得 到 一 阶 微分 方程 组 ;其 次 ,将 所 得 一 
阶 微分 方程 组 化 成 广义 Birkhoff 形式 。 

首先 ,将 式 (8.2.1) 对 时 间 t 求 导数 ,并 引入 Еругин 函数 Ф,, 
得 到 

Ba 


or at +O = Ф, (ам) (р = 1,2,+++,m) (8.2.2) 
щ C? 为 任意 常数 时 ,@, =0; 4 C =0 WY, Ф, 为 满足 条 件 
Ф,(0,а,1) =0 (8.2.3) 


的 任意 函数 。 由 式 (8.2.2) 可 解 出 m 个 а, RRA 
a = 2604, - 82) А (p =1,2,+-,т;к=т+1,т+ 


2,---,2п) (8.2.4) 


үе der( 2) (8.2.5) 


mxm 


A, Я A TCR (Lp) ИИА, 为 A 中 第 p Fil FARK (8. 2. 2) 中 矩 


BESS k УМЕ > 24 m =2n 时 , 式 (8.2.4) 成 为 
A 

op _ т or 

= А (Ф, 7 в 

34 т <2п 时 ,由 式 (8.2.4) 不 能 求 出 所 有 а“ (p=1,2,…， 
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(u,v =1,2,+*,2n) (8.2.6) 


22)。 此 时 ,为 得 到 所 有 à, АКЕ Е. ` m =2n 时 ,可 由 
式 (8. 2.6) 求 得 所 有 а". (HEE, HF Еругин 函数 Ф, KEE, à" 
仍 不 能 表示 为 a,t 的 显 函 数 。 此 时 ,为 确定 Еругин 函数 , 需 补充 
一 些 条 件 ,如 有 关 稳 定性 \ 优 化 等 条 件 。 这 样 ,就 完成 了 解 逆 问 题 
的 第 一 步 。 

其 次 , 需 将 方程 式 (8. 2.6) 表示 为 广义 Birkhoff 方程 。 广 义 
Birkhoff 方程 式 (8. 1. 12) 可 表示 为 


Ще. 
w=0 (= + A,) (8.2.7) 
其 中 
п"8, = 82. tino S e (8.2.8) 
да’ да’ 
比较 方程 式 (8. 2.6) 与 式 (8. 2.7) ,得 
w( OB _ ƏR, -4 ar ADAN 
о-(#® 4-е, шы заа 
(8.2.9) 
或 者 表示 为 


gpa ( 28 + a -4,) = Ф, (u,v,p =1,2,---,2п) 
(8. 2. 10) 

这 样 ,方程 式 (8. 2. 9) виз (8. 2. 10) 可 用 来 确定 动力 学 函数 R,.B 
和 A,(j=1,2,…,2n)。 

上 述 动力 学 逆 问 题 , 同 其 他 动力 学 逆 问 题 一 样 ,一 般 说 没有 唯 
一 解 , 需 施 加 一 些 限制 。 

例 1 已 知 4 阶 系统 的 4 个 积分 为 
Г = a’ cost — asint = С! 
P = a’sint + a‘cost = С? 
се; Q re =\@) 


Г=а' -а* - (а +?) = С 


(8.2.11) 


276 


RP: C C 和 C 为 任意 常数 , 试 建立 广义 Birkhoff 方程 。 
首先 ,将 式 (8.2.11) 对 t 求 导数 。 因 C (j=1,2,…,4) 是 任 
意 常数 , 故 Еругин 函数 Ф, =0(j=1,2,…,4)。 于 是 ,有 
@ cost — a‘sint — a’sint — a*cost = 0 


a@’sint + å cost + a’cost — a‘sint = 0 


аач (8.2.12) 
а а = 
а-а - (а +a’) – (а + а): = 0 
其 次 ,方程 式 (8. 2. 10) 给 出 
B 
кырей A, Joost - 0" (28 Se _ A, )sint - 
да” 91 да” дг 
asint ~ a‘cost = 0 
В 
49... ўа - A, )sine + 0 (BB 9 _ А cost + 
да? ðt ða д p 
a’cost ~ a‘cost = 0 
OB + Oh 
Е ма: +a [38 Е 98, 1, =0 
а? 
эВ ӘБ, 
Р + _ 
“>> ðt -A J- Га A,) 
ôB ӘК в OR 
= [= — 一 = y Oh = 
да” ta 4 m ta A): 


а-а =0 (8. 2. 13) 
由 方程 式 (8. 2. 13) RBA SL BR К, В ЯП Л, (w=1,2,-, 
2n) ,自然 没有 唯一 解 。 取 


R, 512,8, == 


则 有 


eee р 1 L. 25 
za Ry =a R = - a. B=0 (8.2.14) 
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(2”) = 


° eo 
© © 
© – о о 


-1 

A (8. 2. 13) H 
A,cost - A;sint — a’sint — а*созё = 0 
A,sint + Ascost + a’cost — a*cost = 0 
A, - A, = 0 
-A -A -A,t+A,t-a’ - а? = 0 


(8. 2. 15) 


由 此 解 得 
А, =a‘,A, =-a°,A; =-o4 = а (8.2.16) 
这 样 ,由 式 (8. 2. 14) 和 式 (8. 2. 16) 就 组 建 了 广义 Birkhoff 方程 。 
例 2 已 知 2 阶 系统 的 一 个 积分 


I = a'cost + a’sint = C (8.2.17) 
其 中 C 为 任意 常数 , 试 建 立 广义 Birkhoff 方程 。 
式 (8.2. 10) 给 出 
(әВ , OR, ‚| ðB ӘК, к — 
a (25 + E - A) cost + (2 + бг. - A, sine 
a'sint + a’cost = 0 (8. 2. 18) 
假设 
aR, _ aR, _ 
a =0 (8. 2. 19) 
则 有 
о"(25. = Аз) сом + о (2 - А, )sine = a'sint — a’ cost 
(8. 2. 20) 
广义 Birkhoff 方程 给 出 
of ts DP OB _ .2 _ ў OB _ 
å = (55 A); = (51 A) (8.2.21) 


由 式 (8.2. 20) 还 不 能 唯一 确定 К, .К,.В.Л, 和 A,。 下 面 提 
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出 补充 要 求 :要 求 方程 式 (8. 2.21) 的 零 解 di = ai =0 是 稳定 的 。 
为 此 , 取 Ляпунов 函数 为 


у= 21641)? + (a?)?] (8.2.22) 
并 使 得 按 方程 式 (8. 2. 21) ЖН V EFS, Bl 
Уе аа + чё = [28 - А,)+ e(a) =0 
da 


da 
AR? = - 0" , 故 有 


if 9B _„ у а2[9В _ 
(25 л) = «(ж л) (8.2.23) 
它 有 如 下 解 
B=0,A, =a',A, =а? (8.2.24) 


= 31691) + (a?)?],A, =A; =0 (8.2.25) 


将 式 (8. 2. 24) 或 式 (8. 2. 25) FLASK (8. 2.20) ,可 求 得 
2° =1 (8.2.26) 
最 后 ,有 
Е, =0,R, = -a',B=0,A,=a',A, =a? (8.2.27) 
R. =a? „R, =0,8 = 31 (a')? + (a*)?] А, =A, =0 
(8. 2. 28) 


IR (8. 2.27) 对 应 一 个 广义 Birkhoff 系统 , 式 (8.2.28) 对 应 一 个 
Birkhoff 系统 。 


8.2.2 运动 方程 的 封闭 问题 


广义 Birkhoff 系统 动力 学 逆 问 题 的 第 二 种 提 法 是 广义 Birkhoff 
方程 的 封闭 问题 。 这 类 逆 问 题 有 如 下 提 法 。 
给 定 系 统 的 部 分 运动 方程 
а =g" (a,t) (г=1,2,---,т' <2п) (8.2.29) 
以 及 运动 性 质 
Г(а,1) =C (s=m'+1,m'+2,--+,m<2n) (8.2. 30) 
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来 找到 全 部 运动 方程 ,并 将 其 表 为 广义 Birkhoff 方程 。 
为 解 上 述 逆 问题 , 需 将 式 (8. 2. 30) 对 + 求 导数 ,并 联合 方程 式 
(8. 2. 29) 求 出 全 部 或 部 分 а". REMA а“ 后 ,可 按 式 (8. 2.7) 
ЖЖ К, В 和 4,。 这 类 逆 问题 ,一 般 说 来 没有 唯一 解 。 
例 3 质量 为 m 的 质点 按 规 律 
а = 7 aexp( +2ba') (8.2.31) 
Mas HH) 为 常数 ,a? 为 某 个 变量 。 要 求 建立 封闭 的 广义 
Birkhoff 方 程 组 ,使 得 以 给 定性 质 
= 1 (a’)*exp( — 2ba!) — ЗЕ exp(2ba') - 1] = 常数 
(8.2.32) 
的 运动 是 系统 的 一 个 可 能 运动 。 
НА, Ж а’. #5 (8.2.32) 对 上 求 导 数 ,并 利用 方程 式 
(8.2.31) ,得 


а? = (a)*exp( —2ba!) +mg exp(2ba') (8.2.33) 
其 次 , 求 动力 学 函数 R BAA, (8.2.7) AH 


ТҮҮ 
a (эт + aE -A,) = Sa ехр( — 2ba' ) 


a: (28. + OR _ л) n P (at )2exp( — 2ba!) + mgexp(2ba! ) 
(8.2.34) 
方程 式 (8. 2.34) 对 R, В, В.Л, 和 4 来 说 ,没有 唯一 解 。 现 取 
R, = a ,R, =0,В =- Déexp(2ba! ) (8.2.35) 
则 由 方程 式 (8. 2. 34) 得 到 
Terexp( Зва) А (a? )*exp( — 2ba!) 


(8. 2. 36) 
参考 文献 [5] 对 此 问题 构造 了 Birkhoff 系统 的 动力 学 函数 R, ` 
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R, ЖП B. 
8.3 广义 Birkhoff 系统 的 对 称 性 与 
动力 学 逆 问 题 
本 节 研 究 广义 Birkhoff 系统 的 对 称 性 与 动力 学 逆 问 题 ,包括 


广义 Birkhoff 系统 的 Noether 对 称 性 以 及 与 Noether 对 称 性 相关 的 
两 类 动力 学 逆 问 题 。 


8.3.1 广义 Birkhoff 系统 的 Noether 对 称 性 


取 时 间 ¢ 和 变量 а^ 的 无 限 小 变换 
”A =a" + Aa" (8.3.1) 
或 其 展开 式 
1 =t+6,£5(t,a) ,a"* =a" +,“ (1,а) (@=1,2,- ‚гум = 
EITE (8.3.2) 
式 中 :ee 为 无 限 小 参数 ;如 E 为 无 限 小 生成 元 。 
Pfaff 作用 量 
А = [| R,da* - вац (8.3.3) 
的 全 变 分 可 表示 为 (9 
ов) 9 ЭК, .„ ӘВ 
ДА {ое в) (м) + (Bee - 2B) an + 
aR, aR 
= - St) Aa + 及 Ai Jat (8.3.4) 
或 
Avs АЕС - вё) + 
(8.3.5) 
oR, OR,)., _ ôB _ aR, 5 
lsa i Pak да" at jeje 
其 中 
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£ =é- iio (8.3.6) 
如 果 
A4 =0 (8.3.7) 
则 称 变换 式 (8. 3. 1 ) 为 Noether 意义 下 的 对 称 变换 。 
如 果 


=- f AG (8.3.8) 
4 


其 中 АС, = 6, Gy , WU КЛЕЙ (8. 3. 1) 为 Noether 意义 下 的 准 对 称 
变换 。 
如 果 
A4 =- (аб, + А„ба^)а (8.3.9) 


则 称 变换 式 (8. 3. 1) 为 Noether 意义 下 的 广义 准 对 称 变换 。 
广义 准 对 称 变换 的 判 据 在 取 a = 1 时 归结 为 广义 Noether 
жд 


(88. гав), + (% w- B), + 


R,é, - BE, + Л, (Е, - аё) + бу =0 (8.3.10) 
展开 式 (8. 3. 10) ,得 到 广义 Killing HE” 


дё, ӘК, aR, Е әб; 
R, risa дав» 此 ae В Ago = да’ 
(pv = 1,2,+,2п) (8.3.11) 
С 
эВ, вё , В, св 9% _ д OGy 


(u = 1,2,-+,2n) (8.3. 12) 
广义 Birkhoff 系统 的 Noether 定理 有 如 下 结果 。 
命题 1 如 果 无 限 小 生成 元 名、 总 和 规范 函数 Cy 满足 广义 
Noether 等 式 (8. 3. 10) , 则 广义 Birkhoff 系统 存在 Noether 守恒 量 
Iy =R £, -В& + Gy = 常数 (8.3. 13) 
命题 2 ARNE éé, 和 规范 函数 Cy 满足 广义 
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Killing 方程 式 (8.3.11) 5 (8.3.12) , 则 广义 Birkhoff 系统 存在 
Noether 守恒 量 式 (8.3. 13). 

广义 Birkhoff 系统 动力 学 正 问题 是 指 ,给 定 系 统 的 Birkhoff РА 
ЗВ ЯП Birkhoff HAA R, 以 及 附加 项 A, (j=1,2,…,2n) ,寻求 
系统 的 运动 性 质 ,特别 是 寻求 广义 准 对 称 变换 ,进而 求 得 守恒 量 。 


8.3.2 逆 问 题 的 第 一 种 提 法 和 解法 


广义 Birkhoff 系统 动力 学 逆 问 题 的 第 一 种 提 法 如 下 :已 知 系 
统 的 Birkhoff 函数 组 R, 以 及 附加 项 A, (u =1,2,…,2n) , 按 给 定 
的 一 个 积分 

Қал) =C (8.3.14) 
以 及 广义 Killing FFER (8. 3.11) (8.3.12) ,来 寻求 系统 的 
Birkhoff 函数 B, 广义 准 对 称 变换 的 生成 元 20.2, 以 及 规范 函 
数 Gyo 

为 解 上 述 逆 问 题 , 可 令 积分 式 (8.3. 14) 等 于 Noether 对 称 性 
的 守恒 量 式 (8.3. 13) , 即 令 


Кё, -Béo + Gy =1 (8.3. 15) 
将 式 (8.3.15) 对 а” 和 + 求 偏 导数 ,分 别 得 到 
ðR, дё, ðB дё, дб» ol 
Rs -B = 037 
P +h, да’ ð vo да” да’ ga” (8.3.16) 
aR дё, ôB ðéo д6, al 
ы, м _ = = 

at Š, +R, at are? В a at at (83.17) 


将 式 (8. 3. 16) 5K (8. 3. 11) sR (8. 3. 17) 与 式 (8.3.12) 相 减 ,分 
别 得 到 


ӘК, ӘК, ӘК, ЭВ al 
о] ES ы =- 8.3.18 
(5 soe + (5 да = ) 
ӘК, ӘВ al 
— + О. = © 8.3. 
( at йг. 2.) 55:97190 


由 式 (8. 3. 18) EH £, 48 


al ðB ӘК, 
€, = 0" |5 + Би 


如 + A,)éo] (8.3.20) 
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再 将 式 (8. 3. 20) 代 入 式 (8. 3. 19) ,得 
OB yw A _ 91 _ (ƏR, 
да“ да” ðt ðt 

这 里 已 用 到 广义 Birkhoff 方程 的 形式 。 式 (8.3. 21) 就 是 为 确定 

Birkhoff 函数 В 的 偏 微分 方程 。 解 此 方程 可 求 出 函数 B. 

于 是 ,这 类 逆 问 题 的 解法 可 按 下 述 步骤 进行 :首先 ,建立 偏 微 

分 方程 式 (8.3.21) 并 由 此 求 出 函数 B; 其 次 ,由 式 (8.3.20) 求 出 

ERT ё, 和 的 关系 ;最 后 ,将 所 得 Eo A BALAK (8. 3. 15) 

而 求 得 规范 函数 Cro 

例 1 已 知 4 阶 广义 Birkhoff 系统 的 Birkhoff 函数 组 为 


-42> (8.3.21) 


R, =R, =0,R, =a',R, =a" (8. 3. 22) 
附加 项 
A, =a*,A, = -a’,A, =A, =0 (8. 3. 23) 
以 及 一 个 积分 
Г=а! +а? -a +а =C (8.3.24) 


试 求 系统 的 Birkhoff 函数 В, Г ИЕК AY AE AIT £, é 以 及 
规范 函数 Gyo 
首先 , 求 Birkhoff 函数 B。 式 (8. 3.21) 给 出 


OB Tan POR о 
да да да да 
它 有 解 
wily Ana ода 
B= (а) + (a) (8.3.25) 


FEU RATE ё, (и =1,2,+,4)ЖЯП] 4 3008. 3.20) H 
ё =1 -@ &,,€, =-1 -a's és =1 -а,,ё, =1 +a 
不 妨 取 
&=0 (8. 3. 26) 

则 有 

ё =1,€ = -1,6 =1,& =1 (8.3.27) 
最 后 , 求 规范 函数 Cy. HEIR (8. 3. 25) IÑ (8.3.26) ‚з (8. 3. 27) 
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和 式 (8. 3. 24) Дз (8. 3. 14) ,得 到 
Gy = -at +a (8. 3. 28) 
例 2 已 知 4 阶 广义 Birkhoff 系统 的 部 分 动力 学 函数 
1 р а жый суды ma З 
R =a Ry = а“, = ра ‚В = kal (8.3.29) 
A, =A, 20,4; =а?, Л. = -a! 
以 及 一 个 积分 
= (+ (a2)? + (а) + (a")?] (8.3.30) 
试 求 Birkhoff 函数 B, 广 义 准 对 称 变换 的 生成 元 志 以 及 规范 函 
ЖС, 
首先 , 求 Birkhoff 函数 В. 2508. 3.21) 


за + = + í -а') + aE- а?) = 0 (8.3.31) 

它 有 解 
= 二 [(o0)2+(o)] (8.3.32) 
(а) + (a*)?] (8.3.33) 


В = (a)? +(a?)? + (a°)? + (а*)°] (8.3.34) 


为 确定 唯一 的 函数 В, 4 ASHE INR ЧИ, BER a =0(и=1, 
2,…,4) 是 系统 的 孤立 平衡 位 置 并 且 是 稳定 的 , 则 应 选 式 
(8. 3. 34 ) 作为 Birkhoff 函数 。 
HK, RERI E, 和 如。 将 式 (8.3.34) 代 入 式 (8.3.20) ,得 到 
& =a’ + (а -а?)ё,,ё, =а + (а +а!)&,,ё, = 
-a -a'f = -a -@é, (8. 3. 35) 
它 有 解 
&=-1,ё, =a é, = -а' „Ё =£, =0 (8.3.36) 
当然 ,还 有 其 他 解 。 
最 后 , 求 规范 函 数 Cv。 将 式 (8.3.29)、 式 (8.3.34)、 式 
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(8. 3. 36) 和 式 (8.3.24) 代 入 式 (8.3.15) ,得 到 
б, = (a' at — ata) (8.3.37) 


8.3.3 逆 问 题 的 第 二 种 提 法 和 解法 


广义 Birkhoff 系统 动力 学 逆 问 题 的 第 二 种 提 法 如 下 :已 知 广 
X Birkhoff 系统 的 Birkhoff 函数 B, 附 加 项 A, (u =1,2,…,2n) , 按 
给 定 的 积分 
Қа“) = C (8.3.38) 
以 及 广义 Killing FFR (8. 3. 11) (8. 3. 12) ЖЖ Birkhoff 函数 
#HR,(u=1,2,--- ,2n) ,广义 准 对 称 变换 的 生成 元 Ey, 和 规范 函 
数 Gy。 
为 解 上 述 逆 问题 ,可 利用 关系 式 (8. 3. 18) 和 式 (8. 3. 19) 建立 
对 Е, Е, A £ 的 方程 并 求解 。 显 然 ,这 类 道 问题 也 没有 唯一 解 。 
йз 已 知 一 个 2 阶 广义 Birkhoff 系统 中 有 
B= (РА, =2 2+ (а')*,4,=0 (8.3.39) 


t 
并 给 定 积分 
ГЕ? (a)? вала ++ (a! )° (8.3.40) 
TAR Birkhoff 函数 组 К, „А, ,广义 准 对 称 变换 的 生成 元 所 é éo 和 
规范 函数 Gyo 
式 (8.3. 18) 和 式 (8.3. 19) 给 出 
oR oR oR, 2 i 二 二 A УК РДЕ. 
[s= voleti Ө po - (8 = ке Де) 


oR, ӘК; oR, 2 2 у 
it Ане Š Өл” Z: =, = 
(с 2 е + ( z a )& ta -ta 


R, 1 R, 2 = 
(= 
3P (a°)? + 2tala2 + P (а!)° (8.3.41) 
由 此 还 不 能 唯一 地 确定 R, sR, К ~é ЖЕ, RS 
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Ад = 0 (8.3.42) 


ШЕ 
Ее _ Ра? -2P (а! )* 
Nagi = - 2да? - Ра! 
[ -2a - Ca) Je, -a t, =3Ë (a°)? +2ta'a? +2 (а')° 
由 此 解 得 
é = -20а? -Pa',é, =a? +22(а')° (8.3.43) 
以 及 
Qol (8. 3. 44) 
由 式 (8. 3.44) 可 求 得 
Ri =0,R,=ə!' (8.3.45) 
最 后 ,将 式 (8.3.39) Zh (8. 3.40) ‚35 (8. 3.42) ‚5% (8.3. 43) 和 式 
(8.3.45) 代 入 式 (8. 3. 15) ,得 到 规范 函数 


Gy =P (a)? -ŽP (a!) (8.3.46) 


8.3.4 逆 问 题 的 第 三 种 提 法 和 解法 


广义 Birkhoff 系统 动力 学 逆 问 题 的 第 三 种 提 法 如 下 :已 知 广 
X Birkhoff 系统 的 Birkhoff 函数 В, Birkhoff 函数 组 К (u =1,2,…， 
2п) , 按 给 定 积分 
1(a,t)=C (8.3.47) 
和 广义 Killing 方程 式 (8. 3. 11) 式 (8. 3. 12) 来 求 附加 项 A, ,广义 
准 对 称 变换 的 生成 元 名 各 以 及 规范 函数 G, 
为 解 上 述 逆 问题 ,可 将 方程 式 (8. 3. 21) 改 写 为 如 下 形式 , 即 
1 R I əl 
2605. = (25 + ja” - (83.48) 
在 已 知 BAR, IB „ЕЕ A, 的 一 个 代数 方程 。 由 此 可 求 得 附 
INGA, 之 间 的 关系 。 然 后 ,利用 式 (8.3.20) 求 得 吉 &, 和 已 知 的 
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R, ВН L {Аз (8. 3. 15) 而 求 得 规范 函数 С, 
例 4 已 知 2 阶 广义 Birkhoff 系统 的 部 分 动力 学 函数 
К, =0,R, =a',B= -Ha (8. 3. 49) 
和 积分 
1=0(a?)? + ñata ++ (a! )° (8.3.50) 
试 求 附加 项 А, A, Г Ж ЕХ Pp AEA АО Е ALTE E ‚ё, Eo 以 及 规范 
函数 Gyo 
首先 , 求 附加 项 。 将 式 (8.3.49)、 式 (8.3.50) 代入 式 
(8.3.48) ,得 到 
- Л, (22а? + а!) + Л,[ 2а? +Ë (a!) ] = 
а? [Ра?+2(а')°] -3P (a°)? +21 а? +Ë (a) (8.3.51) 
由 式 (8. 3.51) 还 不 能 唯一 确定 A, 和 A,。 可 取 
А, =0 (8.3.52) 
将 其 代入 式 (8. 3. 51) ,得 
л, =ч + (а')* (8.3.53) 


其 次 ,求生 成 元 。 将 式 (8.3.49)、 式 (8.3.50)` 式 (8.3.52) 和 
式 (8.3.53) 代 入 式 (8.3.20) ,得 到 


& = - (2 a? +Ра' -аё,) 
ё, = Ра? 2000 — [2a +(а')°]& (8.3. 54) 
由 此 还 不 能 唯一 确定 ё & 和 名。 可 取 


&=0 (8. 3. 55) 

则 有 
£= 2да? +Ра! Е, =Ра? +28 (a!) (8.3.56) 

或 取 
& =2. (8. 3. 57) 

则 有 
& =-Ра' ,& = -З?а? (8. 3. 58) 


最 后 , 求 规范 函数 。 将 式 (8. 3. 49) \ 式 (8. 3. 50) \ 式 (8. 3. 55) 
和 式 (8. 3. 56) 代 入 式 (8.3. 15) ,得 到 


б, =? (a)? -ŽP (a! )° (8.3.59) 


Ж ЭХ 8. 3.49) 55 (8.3.50) ‚з (8. 3. 57) #15 (8. 3.58) RAR 
(8. 3. 15) , 则 得 


Gy =42а'а? +50 (a! )° (8.3.60) 


本 节 研 究 的 广义 Birkhoff 950 77 FAY = 283 [а], — EB, 
都 没有 唯一 解 。 为 最 终 解 出 这 些 逆 问题 ,需要 给 出 一 些 限制 。 


8.4 根据 微分 变 分 原理 组 建 运动 方程 


本 节 研 究 由 微分 变 分 原理 来 组 建 广义 Birkhoff 方程 的 问题 ， 
包括 广义 Pfaff-Birkhoff-D  Alembert 原理 以 及 由 此 原理 提出 的 一 类 
动力 学 逆 问 题 的 解法 。 


8.4.1 微分 变 分 原理 


与 广义 Birkhoff 系统 相关 的 微分 变 分 原理 有 形式 式 
(8.1.11) , 即 


Е а. ав _ OR, 


= ” f= 
Эа ear l@ mo - SF + AJP" =0 (вал) 


如 果 原 理 式 (8. 4. 1) 中 没有 附加 项 A, , 则 它 成 为 Pfaff-Birkhoff-D” 
Alembert 原理 !9 , 即 
аа = 38 aoe = 0 (8.4.2) 
да“ ga” да“ ot 

因此 ,原理 式 (8.4.1) 可 称 为 广义 Pfaff-Birkhoff-D’ Alembert 
原理 。 

如 果 原 理 式 (8. 4. 1) 中 的 变 分 8a 是 彼此 独立 的 , 则 可 导出 广 
义 Birkhoff 方程 
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aR, ƏR,y., ðB ӘК, 
( =) - +4, =0 би» = 1,2;--.2n) 


да^ aa” 

(8.4.3) 

如 果 ба“ 不 是 彼此 独立 的 , 便 得 不 到 方程 式 (8.4.3)。 此 时 , 需 给 
出 对 да“ 的 限制 ,而 得 到 相应 的 运动 方程 。 


8.4.2 逆 问 题 的 提 法 和 解法 


动力 学 逆 问 题 提 法 如 下 :从 原理 式 (8.4.1) 出 发 ,要 求 按 给 定 

运动 性 质 
О:Р(аё ,t) =0 (р=1,2,---,т<2п) (8.4.4) 

的 运动 是 系统 的 可 能 运动 。 假 设 函 数 了 彼此 相 容 \ 独 立 ,对 其 变 
量 连续 可 微 。 

为 解 上 述 逆 问 题 ,将 式 (8. 4.4) 对 : 求 导数 ,并 引入 Еругин 0 
数 ,得 到 

i 


а Р = @(I,a,t) (р = 1,2,:-,m < 2nyw = 1, 
2, .--,2п) (8.4.5) 
对 式 (8. 4.4) 取 等 时 变 分 ,得 
J] Й 
soa" = 0 (8.4.6) 


假设 由 此 可 解 出 т 个 ба’ ,并 记 作 
ба’ =С,,(1,а)ба (p=1,2,° т; д =т+1,т +2,.…,2n) 


(8.4.7) 
将 式 (8.4.7) 代 入 原理 式 (8. 4. 1) ,由 ба” 的 独立 性 ,得 到 
0B. _ OR, ав ӘК, = 
Пг” – 28. – ед, +G „а, - 28.4) =0 
(р = 1,2,-+,m;0 = m+1,m+2,---,2n) (8.4.8) 


这 样 , 式 (8.4.5) 、 式 (8.4.8) 就 是 所 论 问题 的 运动 方程 。 
所 得 到 的 方程 允许 系统 按 给 定性 质 式 (8.4.4) 而 运动 ,并 且 
仅 当 初始 条 件 1=t0 a" =а (j=1,2,…,2n) 满 足 式 (8.4.4), 即 当 
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满足 

Р(аб,ь) =0 (p=1,2,.…,m2n) (8.4.9) 
时 ,这 个 运动 才 存在 。 自 然 可 假设 条 件 式 (8. 4. 9) 实际 上 不 满足 ， 
因此 ,可 以 要 求 当 系统 有 对 条 件 式 (8. 4. 9) 的 初始 偏离 时 ,相对 给 
定性 质 式 (8. 4. 4) 是 稳定 的 ,或 渐 近 稳定 的 。 这 个 要 求 可 用 来 先 
取 尚未 确定 的 Еругин 函数 Ф, , 


8.4.3 Beil 


假设 广义 广义 Pfaff-Birkhoff-D Alembert 原理 有 如 下 形式 , 即 
(a? -а!)ба! + (a* -а?)ба? +( -a - а?)ба? + 


(= 22 -a‘)6a* =0 (8. 4. 10) 

给 定 运动 性 质 为 
Г =a' +а? =0 (8.4.11) 
Р =a +a‘ =0 (8.4. 12) 


试 组 建 运动 方程 ,并 按 稳定 性 要 求 选取 Еругин 函数 Ф, ЯП D, o 
式 (8.4.8) 和 式 (8.4.5) 给 出 


23 1 4 А 3 п 4 
а-а -a +а? =0, -а' -а +4’ +a‘ =0 


8. 4. 13 
а +a =Ф,,а + at = @, ; ; 
由 此 解 得 
а = ($, -a° +а*) а? =т(Ф, +а? -а*) 
(8. 4. 14) 
a СА +a'-a’),a* =1(Ф, -a! -a’) 


为 求 得 Epyrz 函数 ,提出 如 下 要 求 :要 求 方程 式 (8.4. 14) 的 零 解 
史 =0(=1,2,…,4) 是 稳定 的 ,并 且 要 满足 
Флеш =0,Ф,1ә н =0 (8.4.15) 
为 此 , 选 Ляпунов 函数 为 
ь= 21641)? +(a?)? + (42)? +(4*)*] (8.4.16) 


按 方程 式 (8.4. 14) 7,48 
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у= 1-а +а?)Ф, +100? +а°)Ф, (8.4.17) 
#6 Еругин 函数 为 


Ф, = (а +а?) (а +а*)?,Ф, = - (а +а*) (а +а?)? 
(8.4.18) 
Э V YS, h Ляпунов 定理 可 知 , 零 解 是 稳定 的 ,同时 , 式 
(8. 4. 18) 也 满足 式 (8. 4. 15)。 


8.5 广义 Poisson 方法 与 动力 学 逆 问 题 

本 节 研究 广义 Birkhoff 系统 的 广义 Poisson 方法 与 动力 学 逆 问 
题 , 根 据 系统 的 广义 Poisson 条 件 提出 并 解决 一 类 动力 学 逆 问题 。 
8.5.1 广义 Poisson 条 件 

ШЖ I = 1( a” „) S-XL Birkhoff 系统 的 积分 , 则 有 

at, Loe 28 aR 


Ot да“ да" Ы FA р A.) S Аа; 


(8.5.1) 
反之 ,如 果 7 满 足 式 (8. 5. 1) , 则 7 必 是 广义 Birkhoff 系统 的 积分 。 
式 (8. 5. 1) 称 为 广义 Birkhoff 系统 的 广义 Poisson 条 件 。 

与 广义 Poisson 条 件 相关 的 动力 学 正 问题 是 指 ,对 给 定 的 动力 
FRIR, B 和 A(1.=1,2,…,2n) ,利用 条 件 式 (8.5.1) 来 判断 
积分 或 寻求 积分 。 


8.5.2 逆 问 题 的 提 法 和 解法 


与 广义 Poisson 条 件 相关 的 动力 学 道 问题 的 提 法 如 下 :根据 已 
知 第 一 积分 
I(a“ ,t) =Ç (8.5.2) 
来 求 广义 Birkhoff Е ОЗИ ЕВА К, В ЯП Л, o 
为 解 上 述 道 问题 , 需 将 式 (8.5.2) 代入 广义 Poisson 条 件 式 
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(8. 5. 1) 中 ,得 到 关于 R, B 和 A, 的 一 个 偏 微分 方程 。 再 由 这 个 
偏 微分 方程 找到 这 (2n +1) 个 函数 。 显 然 , 这 类 道 问题 没有 唯 
一 解 。 
8.5.3 80] 
已 知 2 阶 广义 Birkhoff 系统 的 一 个 积分 
120 (a)? Фад +50 (at )° (8.5.3) 
试 求 系统 的 动力 学 函数 К, К, В.Л, 和 A,。 
将 式 (8.5.3) 代 入 广义 Poisson 条 件 式 (8.5.1) 中 ,得 到 
32(a2)2 +2ta'a? + (а!) + [Ра? +2Р(а!)*]0° 
oR 1 1 aR, 
(25 +52 - №) (20a? + Ра!) (+ л.) о 
(8. 5.4) 
偏 微分 方程 式 (8.5.4) 中 有 5 个 未 知 函 数 R ‚К, В.Л, M A, Al 
此 没有 唯一 解 。 
现在 取 
R, =0,R,=a' (8.5.5) 
则 有 
02=- = -1 
此 时 方程 式 (8. 5.4) 成 为 


ЗР (а?)? +2ta'a’? + P (a!) + [Pa +2?(а!)°] 


(-25 +AJ+ (22а? +a) (28 -А,)= 0 
由 此 可 取 
2B - =- 24? - (a° 
a A эз 
由 此 可 取 
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B= -$(a")*,A, = 20 +(a'),A,=0 (8.5.6) 


这 样 , 式 (8. 5.5) 和 式 (8.5.6) 就 给 出 逆 问题 的 一 个 解 。 
若 取 


Ry, = beat Ra Пай B0 (8.5.7) 


2 
则 式 (8. 5. 4) RH 


3 (a°)? +2ta'a? +2 (а!) + [Pa +22 (а!)5] 
at -ta! - A,) + (28а? + Pa! I -站 -A,) =0 


由 此 可 得 
AÁ, = -?(a')* -ta A, = -t a’ - ta! (8.5.8) 


这 样 , 式 (8. 5. 7) FII (875. 8) 就 给 出 逆 问 题 的 另 一 个 解 。 
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жож 其 他 动力 学 逆 问题 


本 章 简略 介绍 某 些 其 他 动力 学 逆 问 题 ,包括 振动 力学 逆 问 题 、 
多 体 动力 学 逆 问 题 转子 动力 学 逆 问 题 \ 弹 性 动力 学 逆 问 题 \ 结 构 
动力 学 逆 问 题 等 。 


91 振动 力学 逆 问 题 


经 典 振动 理论 主要 考虑 各 种 离散 或 连续 体 的 无 限 小 无 阻尼 自 
由 振动 。 这 个 理论 的 基本 问题 是 确定 振动 物体 的 固有 频率 或 简 正 
模 态 。 离 散 系统 的 运动 微分 方程 是 常 微 分 方程 , 它 有 有 限 个 特征 
值 。 连 续 系统 的 控制 方程 是 偏 微分 方程 , 它 有 无 穷 多 个 特征 值 ,其 
简 正 模 态 为 空间 变量 的 函数 。 

振动 理论 的 逆 问 题 是 考虑 构造 某 种 模型 ,例如 ,弹簧 一 质点 系 
统 、 弦 等 ,使 其 具有 给 定 的 特征 值 或 特征 函数 , 即 具 有 给 定 的 谱 数 
据 。 一 般 说 来 ,给 定 这些 谱 数据 后 ,可 能 不 存在 ,也 可 能 有 一 个 或 
多 个 系统 具有 这 些 性 质 。 因 此 ,振动 力学 逆 问 题 可 以 有 各 种 提 法 ， 
而 且 一 般 说 来 也 没有 唯一 解 。 参 考 文献 [1] 专 门 讨论 一 类 比较 严 
格 的 逆 问 题 , 即 构造 问题 。 在 这 类 逆 问 题 中 ,给 定 的 谱 数据 使 得 有 
且 仅 有 一 个 指定 类 型 的 振动 系统 具有 这 些 谱 性 质 。 

研究 一 个 简单 的 道 问题 :构造 一 个 弹簧 一 质点 系统 ,使 系 
统 有 两 个 频率 wi = Ai ,w3 =Az。 取 质量 同 为 т 的 两 个 质点 ,中 
间 用 刚度 为 的 弹 得 连接 ,一 个 质点 再 用 刚度 为 的 弹簧 固 
定 , 则 有 

k, +k £ 


w =A = = A = (9.1.1) 
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由 此 解 得 
mk, sky =1:(A, —Az) :A (9.1.2) 
这 就 是 逆 问 题 的 一 般 解 。 为 得 到 唯一 解 , 尚 需 补充 一 个 条 件 , 例 
ЗП, ЗЕ т, К, „в К, „ВАК, +。 注意 到 ,这 里 要 求 和 , >A, >0。 
对 多 自由 度 线性 系统 的 自由 振动 ,控制 方程 可 表示 为 
М ӯ +Сӯ + Кд =0 (9.1.3) 
式 中 :M 为 质量 矩阵 ;C 为 阻尼 矩阵 ;天 为 刚度 矩阵 ;都 是 nxn 方 
阵 ;g、4、 旨 分 别 为 广义 坐标 、 广 义 速度 和 广义 加 速度 列 阵 。 对 系统 
式 (9.1.3) 可 提出 如 下 逆 问 题 :已 知 系统 的 响应 质量 阵 和 刚度 
阵 , 求 阻尼 和 矩阵。 研究 最 简单 情形 :已 知 单 自 由 度 线 性 系统 阻尼 自 
由 振动 频率 wu, 求 阻尼 系数 C。 由 阻尼 系统 的 自由 振动 ,有 


ou =в„(1-{)'^ (9.1.4) 
其 中 
e. = [k] ге сз (9.1.5) 
由 式 (9. 1.4) 式 (9. 1.5) 解 得 阻尼 系数 
сена) (9.1.6) 


这 就 是 逆 问 题 的 一 般 解 。 为 得 到 唯一 解 , 尚 需 补充 两 个 条 件 。 例 
如 ,给 定 质点 质量 m 和 弹 得 刚度 ;或 者 给 定 无 阻尼 自由 振动 频率 
w, MEE m; 或 者 给 定 无 阻尼 振动 频率 o, 和 弹簧 刚度 k。 注 意 
到 ,给 定 的 数据 必须 满足 
БЕГ; (9.1.7) 
对 于 多 自由 度 线性 系统 ,往往 通过 实验 获得 必要 的 数据 , 反 过 
来 求 阻尼 阵 。 这 是 个 复杂 问题 。 参 考 文献 [2] 给 出 了 一 个 实验 模 
型 。 对 于 非 线性 振动 系统 ,动力 学 逆 问 题 的 提 法 和 解法 将 有 更 大 
困难 。 
下 面 研 究 一 类 逆 问 题 :给 定 两 组 严格 递增 的 数列 A, AL, 
Ay MLAS ,А; ,…,A 满足 
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А, <À; <А, <А; <--: <À% EAR (9.1.8) 
确定 N Br Jacobi IEEE В, EVA А|,А» ,--- Ay 为 特征 值 ;而 由 它 的 元 
Ж ay 换 成 ax 所 得 到 的 矩阵 吾 " 具有 特征 值 Mr ,A2 AN Bü 
在 说 明 从 已 知 条 件 怎 样 来 确定 对 应 于 和 矩阵 召 的 ww。 注意 到 ,AY ， 


Аз Ay 是 方程 


B'u=Àu (9.1.9) 
的 特征 值 。 令 
иу ащ? (9.1.10) 
i=l 
则 有 
B*u=Bu+(ax -ay)uy e (9.1.11) 


于 是 方程 式 (9. 1.9) 可 表示 为 


N 


У Ааш + (ay —ay)u e) = Аў au (9. 
i=l i= 
因此 ,有 
(A -A,) a; = (ау ~ ay )uyty? (9. 
将 式 (9. 1.13) А (9. 1. 10) ,得 到 
N ОРАО) 
и = (aj ~ ay)uy У = 7 (9. 
由 上 述 方程 两 端 最 后 一 个 分 量 相等 ,得 到 特征 值 方程 
N [ a 7 
1 = (а; ОРУК (9. 
此 方程 的 根 为 AY ,A2 ,…,Aw ,于 是 ,有 
N [av 1° Е N A _ А 
“= ак ~ ay) У АЕ Р 35 ) 
(9 
因此 ,有 
жс) ие RE d А-А; 
(а; = ay) [uy 1? = (А; МИ) 
(9. 


1.12) 


1.13) 


1.14) 


1.15) 


. 1.16) 


比较 BB 和 B"* 的 迹 ,可 知 
а-а) = Ba - A, > 0 (9.1.18) 


于 是 ， 用 已 知 条 件 表示 了 [un 中]?， 而 条 件 式 (9. 1. 8) RIEL uy |? 
是 正 的 。 
下 面 研究 弹簧 一 质点 系统 的 特征 值 逆 问题 。 
考虑 如 下 两 个 系统 (图 9 -1) ,其 中 图 9 -1(a) 为 个 质点 ， 
用 W 个 弹簧 连接 , 右 端 自由 。 图 9 -1(b) 为 N 个 质点 ,用 NN 个 弹 
簧 连接 ,而 右 端 用 刚度 为 iv+i 的 弹簧 连接 在 固定 点 上 。 


k, k, ky 


(a) 


k, k, ky kys 1 Ё 
s=, m, my 


(b) 


图 9-1 弹簧 一 质点 系统 


系统 图 9 -1(a) 和 图 9 =1(b) 的 矩阵 方程 分 别 为 


k +k, -k 0 0 0 0 x, 
=k, k,+k, -k, 0 БЕ 0 x; 
0 —k, k +k, 0 БЕ 0 x |_ 
0 heyy Бул thy -ky |а 
0 0 0 0 -ky ы ху 
т 0 0 чх, 
0 s © 
Ат АНИ (9.1.19) 
оо my ху 


和 


k, +k, -k 0 0 0 0 x 
=k, k, +k, —k, 0 5 0 x, 
0 Sk; ky+k, ~k, e 0 5. | 
0 Ü к, Буа thy = Жүл 
0 0 0 Б Ж ЖН xy 
т 0 … OTz 
роса (9. 1.20) 
0 0 ++ my Аж 
将 上 述 方程 写成 如 下 形式 , 即 
(С-ЛА)х =0 (9.1.21) 
和 (C° -AA)x =0 (9.1.22) 
令 
А=М'?М!? ,x=M""7u (9.1.23) 
得 到 
(B-Al)u=0 (9. 1.24) 
All 
(B° -ADu=0 (9. 1.25) 
其 中 
В=М- СМ" (9.1.26) 
В* EM Se М (9.1.27) 


由 此 可 见 ,B* ЖП B KAIER — КЖ Ж 70, B ky, Ш 
后 者 为 ky + ky, À, B 

ay="" a; =—— (9.1.28) 

ЖЖ E yE А Н ЖЕ: НЕ, НН (9. 1.18) КН ky,1/ 

mw; 其 次 ,由 式 (9.1.17) 和 式 (9.1. 18) RH a (i=1,2,…,N); 
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第 三 ,利用 Lanczos 算法 解 出 B; 最 后 ,由 В ЖЕНЕВЕ, 
下 面 讨论 由 B 解 出 质量 及 刚度 的 问题 。 
如 果 和 集中 力 fi =k, 作用 在 质点 т, Е, АНХ К, 被 拉 长 单 
位 长 度 。 由 于 系统 右 端 自由 ,所 有 质点 都 产生 单位 位 移 , 即 


x={1,1,---,1} (9. 1.29) 
这 个 位 移 由 
Cx = {k, ,0,--+,0} (9.1.30) 
给 出 。 它 等 价 于 
Bu = |m; "°k, ,0 ,0| (9.1.31) 
注意 到 式 (9. 1.29) ,其 解 必 为 
И нт | (9. 1.32) 


如 果 不 知 道 mr ,从 任意 假定 的 uy = ту? 出 发 ,用 求解 三 对 角 方 
程 组 (9.1. 31) ,可 求 出 mi“(i=1,2,…,N -1)。 在 已 知 总 质量 m 


之 后 ,可 以 计算 全 部 的 т, о 
三 对 角 和 矩阵 
C =M" BM"? (9. 1.33) 
WE 
1 k, 
С : = А (9. 1. 34) 
1 0 
待 求 的 对 角 型 刚度 矩阵 有 如 下 形式 , 即 
E` !CE`T=K (9.1.35) 
其 中 
1-1 0 0 
O14 =1 0 
Е= |2" : HS 5 (9. 1. 36) 
0 1 “4 
0 04 
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le 
Ord gly ord 
ЖЕСТ ic (9. 1.37) 
O 0 1 1 
00. 01 
K =diag{k, „k3, ky} (9.1.38) 
这 样 ,就 完成 了 系统 的 构造 。 


9.2 多 体 动力 学 逆 问 题 


多 体系 统 分 为 多 刚体 系统 和 多 柔 体系 统 两 大 类 。 多 体 动力 学 
逆 问 题 的 提出 来 源 于 理论 与 实际 两 个 方面 ,特别 有 工程 背景 , 例 
如 ,大 型 航天 结构 和 机 械 臂 的 端点 要 按照 某 种 指定 的 规律 运动 来 
求 铵 关节 的 控制 力矩 。 这 就 是 一 类 典型 动力 学 逆 问题 。 参 考 文献 
[3] 给 出 一 类 多 体系 统 动力 学 逆 问 题 的 提 法 和 解法 。 

多 柔 体 动力 学 逆 问 题 的 难点 在 于 处 理 非 线 性 ,以 及 刚体 与 柔 
体 运 动 相 耦 合 的 动力 学 方程 。 在 分 析 时 需要 同时 注意 保证 机 械 臂 
端点 的 定位 精度 和 铵 关节 的 位 置 精度 。 为 处 理 非 线性 ,可 将 运动 
学 关系 和 动力 学 方程 在 刚性 模型 假设 下 的 位 置 附近 线性 化 ,建立 
用 于 柔性 机 械 臂 动力 学 逆 问 题 分 析 的 解 耦 数学 模型 。 引 人 虚 刚 体 
坐标 系 可 以 消除 动力 学 方程 中 不 同 柔 性 连 杆 模 态 坐标 之 间 的 耦合 
现象 ,使 柔性 机 械 臂 轨迹 追踪 问题 的 动力 学 逆 问 题 计算 得 到 简化 。 
在 研究 端点 轨迹 追踪 问题 时 ,可 用 傅 里 时 (Fourier) 变换 将 系统 动 
力学 方程 变换 到 频率 域 ,再 将 频率 域 对 控制 力矩 的 计算 结果 反 变 
换 到 时 域 而 完成 动力 学 逆 问题 分 析 过 程 。 亦 可 从 时 域 分 析 着 手 ， 
通过 构造 关节 的 运动 轨迹 族 ,将 和 柔性 机 械 臂 的 点 位 控制 问题 转化 
为 对 非 线 性 规划 问题 的 求解 四 。 

计算 机 辅助 方法 在 求解 机 器 人 主动 机 构 力学 模型 时 十 分 重 
要 。 每 一 种 计算 机 辅助 方法 的 目标 都 是 导出 函数 /和 g 使 得 5 

ü =/(и ,й ‚р ,机 构 的 构造 ) (9.2.1) 
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而 
Р=Е(и,й, ü ,机 构 的 构造 ) (9.2.2) 
UP: Rit u 表示 一 组 描述 机 构 位 置 的 变量 ,如 果 用 广义 坐标 qi; 
9 ，…,gn, 来 描述 , 则 有 
и=ф=[4,,д,,ч„]' (9.2.3) 
FERE и 的 元 素 是 彼此 独立 的 。 

如 果 每 一 个 构件 的 位 置 由 6 个 变量 来 确定 ,例如 ,质心 的 三 个 

直角 坐标 和 三 个 Euler 角 , 则 矢量 是 бт 维 的 ,此 时 有 

и =[xiyiz0, фи z, y, z, 0, W. ф, ]" (9.2.4) 
这 里 矢量 u 的 元 素 不 是 彼此 独立 的 。 这 取决 于 运动 副 的 约束 
情况 ,这 种 依赖 性 必须 包含 在 函数 /和 g 中 。p 表示 作用 在 机 
构 贸 链 中 的 驱动 力 和 力矩 ,函数 /和 g 并 不 是 某 个 预先 给 定 或 
导出 的 显 函 数 , 它 代表 一 大 串 计 算 机 算法 。 函 数 / 表 示 当 已 知 
и ùp 以 及 构造 时 用 来 计算 и 的 算法 ,而 函数 z 表示 当 已 知 
uù ü 以 及 构造 时 用 来 计算 p HARA, KASA g 的 各 
种 算法 依赖 于 力学 上 所 取 的 方法 ,它们 各 具 特 色 。 值 得 注意 的 
是 ,虽然 /和 & 的 算法 是 互相 关联 的 ,但 在 实现 时 却 往 往 采取 
极 不 相同 的 途径 品 。 

对 一 个 有 限时 间 间 隔 了 来 考虑 力学 模型 的 解 。 计 算 机 辅助 
方法 要 对 离散 时 间 进 行 运算 ,将 时 间 间 隔 了 分 割 成 小 的 间隔 At,, 
并 引进 瞬时 序列 tpt) , „л УМЕНИЯ At, 可 以 是 等 长 度 ,也 可 以 
是 不 等 长 度 。 

这 里 动力 学 问题 仍 分 为 两 类 。 首先 ,考虑 动力 学 正 问题 :对 于 
给 定 的 驱动 p 来 求解 运动 u(t)。 机 构 的 初始 状态 u(t) Fil a(t) 
是 给 定 的 ,必须 在 此 初 瞬时 to 建立 力学 模型 式 (9.2.1) ,实现 /的 
算法 并 计算 出 

ü (to) =/(и(ь) ,й() p(t) ,构造 ) (9.2.5) 
在 一 个 很 小 的 时 间 间 隔 内 将 所 得 加 速度 ü Co) 当 作 常量 ,积分 得 
下 一 瞬时 = to + At, 的 状态 
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u(n) = Fill) (An)? + йа) Ао +H) (9 2 6) 


W(t,) = W(t) At, + (ty) 

在 瞬时 t, 再 将 整个 步骤 重复 一 遍 , 于 是 就 可 以 得 到 一 个 时 间 递 推 
过 程 ,其 输出 就 是 机 构 的 运动 w(t) 和 谱 (t) 。 

下 面 考虑 动力 学 逆 问 题 :已 知 运动 来 求 驱 动 p。 已 知 运动 是 
指 已 知 一 系列 瞬时 的 ua Ald (ARMA RA H(t), MEA ü 
(时 ,可 由 式 (9.2.6) 根 据 前 一 瞬时 的 值 计 算出 zx A ae МИН. 3% 
样 ,动力 学 逆 问 题 的 解 可 按 下 列 步骤 实现 :对 于 每 一 瞬时 ,模型 式 
(9.2.2) 已 经 建立 , 即 g 的 算法 已 经 得 出 ,驱动 p 就 可 以 算出 来 ， 
其 输出 就 是 p(t)。 

下 面 讨 论 闭 链 动 力学 的 逆 问 题 。 

考虑 无 分 支 的 开 链 ,通过 对 最 末 一 个 的 构件 位 置 施加 一 个 约 
束 将 链 封闭 ,可 考虑 两 种 类 型 约束 。 

情形 1 ”最 末 一 个 构件 上 的 一 点 与 给 定 的 表面 相 接触 。 

情形 2 ”最 末 一 个 构件 上 的 一 点 与 给 定 的 线 相 接触 。 

这 种 约束 在 工业 机 器 人 实际 问题 中 会 经 常 出 现 。 

首先 ,研究 情形 1。 考 虑 由 n 个 刚体 组 成 的 无 分 支 开 链 。 设 
每 一 个 铵 链 只 有 一 个 自由 度 (转动 或 平 动 ) ,e; 位 转动 轴 ( 当 5, 是 
FEB BEM ) NOE RM ( 当 S, АУ BERT) 的 单位 矢量 ,因此 共有 
个 自由 度 。 考 虑 最 末 构 件 , 即 第 个 构件 上 的 一 点 V, EE Ж 
中 的 坐标 记 作 (x,y,z) ,加 上 一 个 约束 使 V 点 始终 在 固定 曲面 


h(x,y,z) =0 (9.2.7) 
Е(ВЭ -2)。 
如 果 曲 面 可 按 某 种 给 定 规 律 运动 时 , 则 相应 的 方程 为 
h(x,y,z,t) =0 (9.2.8) 


这 样 的 机 构 有 (n -1) 个 自由 度 。 将 这 种 机 构 看 作 自 由 的 ,只 要 在 
点 加 一 约束 反 力 R, 其 方向 由 曲面 的 梯度 确定 。 于 是 ,微分 方程 
有 如 下 形式 , 即 
W =P+U+DR (9.2.9) 
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图 9-2 情形 1 
式 中 :P 是 n 阶 驱动 力 或 力矩 矢量 ;W 是 nxn НЕ; 0 n x 1 Н 
阵 ;DR 表示 由 于 力 R 作用 引起 的 广义 力 分 量 ,而 DD у п хз 和 矩阵 ， 
即 


ш 


т 
и, 


D= (9.2. 10) 


и, 
其 中 当 S, WRIA u, = e, xri, 4 S, EBB u, = ei, 而 
=Si;V, 于 是 对 于 已 知 机 构 状 态 时 ,和 矩阵 D 的 数值 计算 问题 就 解 
决 了 。 考 虑 点 V 可 以 导出 一 个 函数 n(q) , 当 已 知 点 了 的 广义 坐 
ER q 时 由 它 可 计算 出 了 的 坐标 , 即 (x,y,z) =m(q), 

上 述 动力 学 的 逆 问 题 是 指 ,已 知 机 构 满足 约束 的 运动 和 已 知 
反作用 力 R 的 代数 值 来 计算 出 驱动 P。 由 于 时 间 当 作 一 个 瞬时 序 
Я ,假定 在 每 一 瞬时 9、 和 以 及 反 力 R 的 数值 N 都 是 给 定 的 , 反 
力 R 的 方向 由 曲面 的 梯度 来 确定 。 对 于 每 一 个 特定 的 瞬时 
,有 
Vh( x(t.) ,y(t) ,2(4)) 

| Vhl 
这 是 对 约束 为 式 (9. 2.7) 的 情形 。 如 果 约 束 为 式 (9. 2. 8) , 则 有 
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R(t,) =N(t,) (9.2.11) 


Vh(x(6),y(5),z(6),t) 
| Val 

在 算出 R 之 后 就 可 计算 W、U、D, 然 后 计算 出 该 瞬时 所 需要 的 

驱动 


R(t,) =N(t,) 


(9.2. 12) 


P=Wgq-U-DR (9. 2. 13) 
FEY ЕШ Ж X PS BE TT Td BP YS P 
其 次 ,研究 情形 2。 考虑 图 9 -3 的 情形 。 此 时 最 末 一 个 构件 
的 点 V 落 在 一 个 给 定 的 曲线 上 ,此 曲线 的 方程 为 
h(xsyszit) =0 


(9.2.14) 
h,(x,y,z,t) =0 
此 时 ,约束 反 力 表示 为 
4 Vh, Vh, 
SN a И A N (9.2. 15) 


图 9-3 情形 2 
这 类 逆 问 题 的 解法 与 前 面相 同 。 


9.3 转子 动力 学 逆 问 题 


转子 系统 的 一 个 突出 特点 是 ,有 些 参数 只 有 在 转子 运转 过 程 

中 才能 确定 ,如 油膜 特性 参数 和 密封 特性 参数 等 。 转 子 动力 学 逆 

问题 主要 应 用 于 油膜 动力 学 特性 参数 测量 转子 工作 过 程 中 不 平 
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问题 技术 在 故障 诊断 中 也 得 到 很 多 应 用 。 

转子 系统 工作 过 程 中 受到 多 种 力 的 作用 ,而 这 些 力 一 般 是 很 
难 测量 的 。 由 于 结构 的 限制 ,转子 的 振动 一 般 仅 能 在 轴承 附近 测 
量 , 并 且 很 难 测量 到 转子 弯曲 振动 的 转角 ,因此 ,对 逆 问 题 的 另 一 
限制 条 件 是 系统 的 输出 信息 仅 有 部 分 可 以 测 得 。 为 此 ,这 类 动力 
学 逆 问 题 尚 需 补充 一 些 假设 。 

参考 文献 [4] 指 出 ,有 三 种 方法 解决 外 界 周期 激 振 力 不 能 测 
量 的 问题 。 对 于 非 线性 系统 ,利用 谐 波 平衡 原理 ,将 周期 激 振 力 形 
式 上 从 转子 的 运动 方程 中 去 掉 。 对 于 线性 系统 ,可 对 未 知 激 振 力 
和 未 知 模型 参数 同时 识别 。 另 一 方法 是 施加 可 以 测量 的 外 界 激 振 
力 , 但 对 高 速 旋转 的 大 型 转子 施加 激 振 力 比较 困难 并 有 一 定 危 险 
性 。 当 仅 需 要 求 出 部 分 参数 时 ,可 以 通过 变换 得 到 待 求 参 数 的 独 
立方 程 ,使 计算 得 以 简化 。 


9.4 结构 动力 学 逆 问 题 


结构 动力 学 逆 间 题 研究 的 主要 目的 是 ,利用 结构 振动 实验 数 
据 或 在 现场 条 件 下 测 得 的 数据 对 结构 的 模 态 或 物理 参数 进行 识 
别 , 或 对 一 个 给 定 系统 的 载荷 进行 识别 。 一 般 将 问题 称 为 振动 参 
数 识别 ,并 划分 为 频 域 和 时 域 法 两 大 类 。 在 参数 识别 中 ,假设 描述 
系统 的 数学 模型 的 形式 是 给 定 的 ,但 模型 的 阶 次 可 能 是 未 知 的 。 
频 域 方法 主要 采用 传递 函数 模型 ,而 时 域 法 则 多 采用 状态 方程 , 自 
回归 一 滑动 模型 和 自 回 归 模 型 9。 

由 于 结构 振动 系统 内 在 地 存在 谱 特 性 ,最 初 人 们 用 结构 共 
振 的 特点 来 判断 固有 频率 、 阻 尼 系 数 和 振 型 。 随 着 测试 技术 和 
电子 计算 机 的 发 展 以 及 快速 传 里 叶 变 换 技术 的 出 现 ,使 振动 测 
试 技术 和 分 析 方 法 取得 很 大 进步 ,发 展 了 大 量 由 频 响 函数 曲线 
识别 系统 的 模 态 参数 的 方法 ,并 发 展 了 正弦 快速 扫描 、 揪 击 法 
和 随即 激 振 等 宽频 带 激 振 手段 。 这 些 技术 大 大 缩短 了 取得 模 
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态 信息 的 周期 。 振 动 信 号 分 析 软 硬件 的 商品 化 又 大 大 缩短 了 
数据 分 析 的 周期 。 

时 域 方法 的 优点 在 于 ,可 以 利用 结构 瞬 态 激 振 的 响应 而 不 需 
要 测 取 激 振 力 而 识别 模 态 参数 ,并 且 适 用 于 模 态 密集 和 大 阻尼 的 
情况 ,还 可 处 理 测量 噪声 比较 大 的 情况 。 时 域 方法 的 基本 思想 是 
不 对 测量 数据 进行 傅 里 叶 变 换 ,直接 由 状态 方程 和 自 回归 一 滑动 
模型 等 时 域 模 型 来 计算 参数 ,并 进行 模 态 参数 计算 "! 。 


9.5 弹性 动力 学 逆 问 题 


弹性 动力 学 逆 问 题 的 主要 研究 内 容 是 利用 固体 介质 中 弹性 波 
的 波 场 信息 来 推断 介质 的 物理 、 力 学 参数 空间 分 布 的 性 状 和 结构 
的 特征 。 这 类 逆 问 题 是 地 球 物理 勘探 \ 油 气 开发 、 岩 土工 程 . 地 址 
勘察 .材料 定量 损 检 测 等 许多 工程 应 用 学 科 的 基础 。 

弹性 动力 学 逆 问 题 与 其 他 动力 学 逆 问 题 一 样 , 也 以 正 问题 的 
理论 与 方法 为 基础 。 同 时 ,又 有 本 身 的 许多 特点 和 问题 ,例如 , 解 
的 不 适 定性 就 是 数学 物理 学 科 中 一 大 类 数理 方程 中 的 一 个 重要 课 
题 。 弹 性 动力 学 逆 问 题 也 借鉴 其 他 相关 学 科 的 研究 成 果 , 如 光学 
中 波动 理论 ,量子 力学 中 逆 散 射 理论 和 波恩 (Bom) 近似 方法 、 电 
磁 学 中 的 雷达 成 像 技术 、X 射线 .CT 技术 等 。 

弹性 动力 学 逆 问 题 的 解法 分 可 分 三 个 层次 上” 。 

(1) 射 线 理论 方法 。 利 用 首 波 到 时 信息 ,是 当前 工程 中 广泛 
应 用 的 方法 ,但 对 信息 利用 不 充分 。 

(2) 声 波 理论 方法 。 不 考虑 波 型 转换 ,是 当前 正在 发 展 的 
方法 。 

(3) 弹 性 波 理论 方法 。 充 分 利用 弹性 波 在 传播 中 的 各 种 传播 
方式 、 波 型 模式 转换 、 波 导 、 层 间 波 \ 绕 射 . 散 射 ,以 及 波 速 \ 波 形 \ 振 
幅 、 相 位 \ 偏 振 及 频谱 结构 等 丰富 信息 。 但 是 ,现象 复杂 ,方法 困 
难 , 解 的 稳定 性 差 。 
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内 容 简 介 


本 书 全 面 系统 地 论述 有 限 自 由 度 力学 系统 的 动力 学 逆 问 题 ， 
包括 动力 学 逆 问 题 的 基本 提 法 和 解法 ,分 析 动 力学 中 的 逆 问 题 , 运 
动 控制 理论 中 的 道 问题 ,刚体 动力 学 中 的 逆 问 题 , 变 质量 动力 学 中 
的 逆 问 题 , 非 完整 动力 学 中 的 逆 问 题 , Birkhoff 系统 动力 学 逆 问 题 ， 
广义 Birkhoff 系统 动力 学 逆 问 题 以 及 其 他 动力 学 逆 问 题 等 。 

本 书 可 供 力 学 、 数 学 、 物 理学 工作 者 和 相关 工程 技术 人 员 


The object of this book is to impart a systematic and comprehen- 
sive understanding of the inverse problems in dynamics for mechanical 
systems with finite degree-of — freedom. Chapter 1 introduces the for- 
mulations and solutions of inverse problems in dynamics. Chapter 2 is 
concerned with inverse problems in analytical dynamics. Chapter 3 re- 
lates the inverse problems with theory of motion control. Chapter 4 dis- 
cusses the inverse problems in rigid body dynamics. Chapter 5 addres- 
ses the inverse problems in dynamics of systems with variable 
mass. Chapter 6 discusses the inverse problems in dynamics of non- 
holonomic systems. Chapter 7 presents inverse problems in dynamics of 
Birkhoff system. Chapter 8 gives the exetension of inverse problems in 
dynamics to the generalized Birkhoff system. Chapter 9 illustrates the 
inverse problems in dynamics on other aspects. 

The book is intend to serve as the materials for researcher on 


mechanis , mathematics , physics and other related research field. 
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